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Resumo Este estudo tem como principal finalidade analisar as dificuldades que alunos 
do 12º ano de escolaridade revelam durante o desenvolvimento da unidade de 
ensino: Teoria de limites. Para atingir esta finalidade, pretendo dar resposta às 
três questões de investigação seguintes: i) Que dificuldades revelam os alunos 
sobre o conceito de limite de uma função? ii) Que estratégias utilizam os 
alunos na determinação do limite de uma função, para a qual a utilização das 
regras operatórias conduz a situações de indeterminação?; iii) Qual a 
adequação didática da planificação e implementação da unidade de ensino 
Teoria de Limites, no que se refere ao estudo do conceito de limite e das 
situações de indeterminação? 
Considerando a natureza das questões de investigação, realizou-se uma 
investigação do tipo qualitativo, baseada no estudo de caso de uma turma do 
12º ano de uma escola de Aveiro. Para isso, na unidade de ensino Teoria de 
Limites, foram recolhidos dados através da resolução das tarefas pelos alunos, 
do registo áudio das aulas e da elaboração de notas de campo. 
Os resultados mostram que, na aprendizagem do conceito de limite, os alunos 
revelam dificuldade em relacionar a noção intuitiva de limite com a definição de 
limite de uma função, segundo Heine e na utilização da definição, quando lhes 
são pedidas justificações. No que diz respeito às situações de indeterminação, 
são utilizadas maioritariamente representações gráficas das funções em 
causa, em detrimento de manipulação algébrica. A análise da adequação 
didática desta unidade de ensino focou-se, essencialmente, nas dimensões 
epistémica, cognitiva, interacional e mediacional, revelando-se, estas 
dimensões, adequadas. 
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Abstract This study mainly aims to analyse the difficulties that students show during the 
development of the topic: Theory of Limits. To achieve this purpose, I intend to 
answer three research questions: i) What difficulties reveal the students about 
the concept of limit of a function?; ii) What strategies students use in 
determining the limit of a function, for which the use of operative rules leads to 
situations of indeterminacy?; iii) What is the didactical suitability of the topic’s 
plannig and implementation Theory of Limits, with respect to the study of  the 
concept of limit and of indeterminate forms of limits? 
Taking the nature of research questions into consideration, a qualitative 
research was developped, based on the case study of students from the 12
th
 
grade of a school in Aveiro. For that, in the topic Teory of Limits, data were 
collected through the resolution of tasks by students, the audio recording and 
the elaboration of field notes. 
The results show that, in the learning of the concept of limit, the students reveal 
difficulty in relating the intuitive notion of limit with the definition of limit of a 
function, according to Heine and in the use of the definition, when they are 
asked for justifications. With respect to indeterminate forms of limits, graphic 
representations are preferred to algebraic manipulation. The analysis of 
didactical suitability of this topic focused essentialy on epistemic, cognitive, 
interacional and mediacional dimensions, turning out to be, this dimensions, 
suitable. 
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1. Introdução 
Este capítulo apresenta as razões que me levaram à realização deste trabalho, centrado nas 
dificuldades que os alunos revelam aquando da aprendizagem do conceito de limite, bem 
como as orientações curriculares gerais para este tópico de ensino e os resultados de 
algumas investigações realizadas nesta área. Apresento o problema de investigação, a 
finalidade e as questões para as quais pretendo encontrar resposta e que, por este motivo, 
orientam toda a investigação. Por último, apresento a organização deste trabalho. 
1.1. Motivação e Pertinência 
Ao longo dos tempos, enquanto aluna e em conversas informais com professores, fui-me 
apercebendo que o conceito de limite gera muitas dúvidas e dificuldades entre os alunos. 
Deste modo, ao ter esta oportunidade de realizar um trabalho de investigação no âmbito de 
Pática de Ensino Supervisionada, decidi que seria este o tema a estudar. 
Por outro lado, muitos outros conceitos matemáticos, como a continuidade, a 
diferenciabilidade e a integração, são definidos à sua custa, o que confere uma grande 
importância ao conceito de limite. Assim, penso que se torna importante estudar as 
dificuldades dos alunos, na medida em que urge tentar combatê-las. 
Considerando o facto de não ter muita experiência enquanto professora que me permita ter 
uma ideia sobre as principais dificuldades dos alunos relacionadas com o conceito de 
limite, tive de recorrer às diretrizes do Programa de Matemática A do Ensino Secundário e 
a investigações já realizadas sobre este tema, no sentido de perceber se seria pertinente 
abordá-lo. Estas investigações apontam algumas das dificuldades que os alunos têm na 
aprendizagem do conceito de limite, bem como a importância do próprio conceito para a 
compreensão de conteúdos na área da Análise Matemática. “O conceito de limite é sem 
dúvida um dos conceitos matemáticos que traz consigo uma maior quantidade de 
dificuldades de aprendizagem, dificuldades inerentes ao próprio conceito” (Blázquez & 
Ortega, 2000, p. 1). Segundo os autores acima referidos, o conceito de limite “é um dos 
mais importantes da Análise, já que é necessário para introduzir outros (continuidade, 
derivada, integral)” (Blázquez & Ortega, 2000, p. 1). Mas, “para os alunos é um conceito 
árido, pouco atrativo, demasiado abstrato, que esquecem totalmente com demasiada 
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facilidade e, em suma, é um dos mais difíceis de ensinar e aprender” (Blázquez & Ortega, 
2000, p. 1). 
Também Bezuidenhout (2001), citando Davis e Vinner (1986), refere que o conceito de 
limite é fundamental no Cálculo. No entanto, por vezes, verificam-se inapropriadas ou 
fracas ligações mentais entre este conceito e outros aos quais o conceito de limite serve de 
base (continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade). 
Segundo Tall (1992, p. 11), “embora o conceito de função seja central para a Matemática 
moderna, é o conceito de limite que significa uma progressão para o plano mais elevado de 
pensamento matemático”. Segundo Cornu (1983), este é o primeiro conceito matemático 
que aparece aos alunos em que o resultado não é determinado a partir de cálculos 
matemáticos simples. “Em vez disso, é “cercado de mistério”, em que “é preciso chegar a 
um destino por um “caminho tortuoso” ” (Tall, 1992, p. 11). 
Mas, para além destas dificuldades, a utilização do termo limite, no dia-a-dia, pode levar a 
conceções erradas por parte dos alunos, quando iniciam o estudo do conceito matemático 
de limite. De facto, muitas das palavras que utilizamos, no quotidiano, relacionadas com a 
ideia de limite assumem significados muito diferentes dos significados matemáticos. Cornu 
(1981) refere-se à utilização quotidiana da palavra limite, no seguimento de um estudo 
realizado com alunos do Liceu, em França. Neste estudo, apercebeu-se que a palavra 
limite, entre os alunos, não tem o mesmo significado que o conceito matemático de limite. 
Na mesma linha de pensamento, Tall (1992, p. 11) refere que “a terminologia associada 
aos processos matemáticos de limite inclui frases como “tende para”, “aproxima”, ou “fica 
próximo de”, o que mais uma vez tem significados coloquiais diferentes dos significados 
matemáticos”. No seu estudo, Cornu (1983) refere ainda que a expressão “tende para” não 
faz verdadeiramente parte do vocabulário usual dos alunos envolvidos no estudo, surgindo 
dificuldades em apresentar frases onde esteja presente esta expressão. 
Segundo Davis e Vinner (1986), “há aparentemente inevitáveis estágios de conflito com a 
noção de limite” (citado por Tall, 1992, p. 11). Tall (1992) prossegue, citando os mesmos 
autores, dizendo que uma das influências é a linguagem utilizada, que poderá “evocar 
ideias que se intrometem na Matemática” (p. 11). “Para além das palavras, há as ideias que 
essas palavras evocam, que têm a sua origem em experiências anteriores. (…) Outra fonte 
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de equívocos é a grande complexidade de ideias, que não podem aparecer 
“instantaneamente de forma completa e madura”. Assim, “algumas partes da ideia obterão 
representações adequadas antes de outras partes” ” (Tall, 1992, p. 11). 
Por outro lado, Tall e Vinner (1981) referem que a imagem conceptual de limite dos alunos 
poderá entrar em conflito com a definição do conceito, salientando, por exemplo, o facto 
de o conceito de limite ser introduzido aquando do estudo da derivada. Segundo estes 
autores, “neste caso, a imagem do conceito de limite pode incluir uma imagem mental de 
uma secante a tender para uma tangente” (p. 160). 
Outro conflito apontado por Thabane (1998, p. 65) e Laridon (1992, p. 398), citados por 
Jordaan (2005, p. 25), corresponde ao facto de os alunos considerarem que o limite da 
função corresponde à imagem da função no ponto onde queremos calcular o limite, 
surgindo assim situações em que os alunos referem que o limite não está definido, quando 
o queremos calcular num ponto que não pertence ao domínio da função. 
Cottrill, Nichols, Schwingendorf, Thomas e Vidakovic (1995, p. 1) referem que “o 
conceito de limite apresenta grandes dificuldades para a maioria dos alunos e eles têm 
muito pouco sucesso na compreensão desta importante ideia matemática”. Estes autores 
acreditam que “um programa de investigação sobre a forma como as pessoas aprendem 
este conceito pode apontar para estratégias pedagógicas que podem melhorar esta situação” 
(Cottrill et al., 1995, p. 1). 
De acordo com o Programa de Matemática A do 10º ano, aquando do estudo das funções 
quadráticas e da função módulo, deve ser feita referência aos limites nos ramos infinitos 
(Silva, Fonseca, Martins, Fonseca, & Lopes, 2001, p. 28). Já no Programa do 11º ano 
(Silva et al., 2002, p. 6), é referido que o conceito de limite deverá ser introduzido de 
forma intuitiva aquando do estudo das funções racionais, bem como aquando do estudo da 
noção de derivada de uma função num ponto, sendo depois formalizado, com recurso à 
definição de limite de uma função, segundo Heine, no 12º ano (Silva et al., 2002a, p. 5). 
Segundo Castro e Castro (1997), citados por Blázquez e Ortega (2001), 
dominar um conceito matemático consiste em conhecer as suas principais 
representações e o significado de cada uma delas, assim como operar com as regras 
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internas de cada sistema e em converter ou traduzir umas representações noutras, 
destacando que sistema é mais vantajoso trabalhar com determinadas propriedades. 
(p. 2) 
Deste modo, como o conceito de limite provém do conceito de função, Blázquez e Ortega 
(2001) consideram, tendo em conta investigações realizadas sobre o conceito de limite, que 
se devem considerar quatro formas de representação deste conceito: verbal, numérica, 
gráfica e algébrica, uma vez que, no seu entender, a utilização de diferentes representações 
favorece a aprendizagem deste conceito. Também o National Council of Teacher of 
Mathematics [NCTM] (2008, p. 72) ressalta a ideia de que os alunos devem identificar e 
relacionar várias representações da mesma ideia matemática. 
Assim, partindo do conhecimento que os alunos têm, desde os 10º e 11º anos de 
escolaridade, sobre o conceito de limite, pretende-se formalizar o conceito de limite de 
uma função, utilizando estas quatro formas de representação do conceito: representação 
verbal, representação numérica, representação gráfica e representação algébrica. 
No que diz respeito à utilização das tecnologias no ensino e aprendizagem do conceito de 
limite, apesar de a investigação ser ainda muito reduzida, alguns autores (Lauten, 1994, 
citado por Jordaan, 2005; Cornu, 1994) defendem que a utilização das tecnologias poderá 
ser vantajosa para a aprendizagem do conceito de limite. Por outro lado, o Programa de 
Matemática A também se refere à obrigatoriedade da utilização da calculadora gráfica e de 
softwares de Geometria Dinâmica, pelo que, neste trabalho, utilizaremos estas duas 
ferramentas: calculadora gráfica e GeoGebra. De facto, considerámos que seria pertinente 
partirmos das representações gráfica e numérica de funções, uma vez que os alunos têm, 
dos anos anteriores, uma noção intuitiva do conceito em causa, a partir destas duas formas 
de representação. 
O conceito de limite envolve, também, uma parte de cálculo e uma parte simbólica 
bastante acentuadas. Assim, surgem os teoremas operatórios sobre limites, mas também 
algumas das suas limitações, que levam à obtenção de símbolos de indeterminação (Silva 
et al., 2002, p. 5). Segundo Caraça (2000), estes símbolos são assim designados pois “o 
resultado da operação não pode ser apresentado a priori” (p. 228). 
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Neste sentido, surge uma outra dificuldade relatada em alguns estudos. De facto, Maurice 
(2005), depois de realizar um estudo sobre as ideias dos alunos sobre as situações de 
indeterminação no cálculo de limites, conclui que expressões como “não existe”, 
“impossível”, “indeterminado” e “não definido” fazem parte do que a autora chama 
“underground terms”, “porque não sugerem nada na mente dos alunos” e estes os utilizam 
de forma indistinta, devido ao seu significado no senso comum (p. 15). 
Neste trabalho, serão tratadas situações de indeterminação que os alunos poderão levantar 
recorrendo a transformações algébricas e outras que os alunos não possuem ferramentas de 
cálculo para levantar, utilizando, para calcular esses limites, os limites notáveis. 
Perante tudo isto, decidi durante o meu ano de Prática de Ensino Supervisionada, realizar a 
minha investigação nesta área, no sentido de tentar contribuir para um melhor 
entendimento do conceito de limite, por parte dos alunos e, através das falhas cometidas, 
encontrar formas de melhorar cada vez mais no meu percurso profissional. 
Para conseguir planificar a unidade de ensino que permitisse introduzir o conceito de limite 
numa turma de 12º ano, tive em conta investigações realizadas nesta área, fazendo, para 
isso, uma revisão de literatura, mas também o Programa de Matemática A do Ensino 
Secundário, a planificação anual elaborada pelo grupo de Matemática da escola onde 
realizei as unidades curriculares de Prática de Ensino Supervisionada I e II, a planificação 
da professora da turma (orientadora de Prática de Ensino Supervisionada I e II) e o 
contributo de professores com experiência no Ensino Secundário. 
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1.2. Problema e Questões de Investigação 
Depois de toda esta pesquisa e envolvimento na escola onde realizei Prática de Ensino 
Supervisionada, surgiu o meu problema de investigação: 
As dificuldades inerentes ao conceito de limite e as que dizem respeito às situações de 
indeterminação. 
Assim, a principal finalidade deste trabalho é: 
Analisar as dificuldades que os alunos revelam durante o desenvolvimento da unidade de 
ensino: Teoria de limites. 
Na tentativa de atingir esta finalidade, pretendo encontrar resposta às seguintes questões: 
 Que dificuldades revelam os alunos sobre o conceito de limite de uma função? 
 Que estratégias utilizam os alunos na determinação do limite de uma função, para a 
qual a utilização das regras operatórias conduz a situações de indeterminação? 
 Qual a adequação didática da planificação e implementação da unidade de ensino 
Teoria de Limites, no que se refere ao estudo do conceito de limite e das situações 
de indeterminação? 
Espero, com este trabalho, contribuir um pouco para a investigação na área da Educação 
Matemática, mais particularmente ao nível do ensino e aprendizagem do conceito de 
limite. Por outro lado, espero, do ponto de vista pessoal, melhorar os meus conhecimentos 
sobre a planificação de sequências didáticas que visem uma aprendizagem sólida por parte 
dos alunos, a partir da concretização desta unidade de ensino e da análise da sua 
implementação. 
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1.3. Organização do estudo 
Este estudo está organizado em seis capítulos. No primeiro, apresento a motivação e 
pertinência do estudo, bem como o problema de investigação que esteve na sua origem, a 
finalidade e as questões de investigação. O segundo capítulo aborda os conceitos 
matemáticos envolvidos neste estudo, bem como algumas teorias sobre o ensino e 
aprendizagem de conceitos matemáticos, com especial enfoque para o conceito de limite. 
O terceiro capítulo diz respeito à unidade de ensino, focando-se nos princípios gerais que 
orientaram a planificação, no contributo de professores com experiência no Ensino 
Secundário e na planificação da unidade de ensino. O quarto capítulo diz respeito às 
opções metodológicas, onde se referem as principais características dos participantes, bem 
como os procedimentos utilizados na recolha e análise dos dados. O quinto capítulo diz 
respeito à análise e discussão dos dados. O sexto capítulo sintetiza alguns dos principais 
resultados do estudo e termina com uma reflexão pessoal sobre a realização deste trabalho, 
onde é referido o contributo do mesmo para o meu desenvolvimento pessoal e profissional, 
sendo também apresentadas algumas das limitações e implicações resultantes deste 
trabalho. 
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2. Fundamentação Teórica 
Neste capítulo, apresentam-se os conceitos matemáticos abordados neste trabalho. 
Posteriormente, apresentam-se aspetos relacionados com a aprendizagem do conceito de 
limite, em particular as dificuldades inerentes à aprendizagem deste conceito, bem como 
algumas teorias sobre a aprendizagem do mesmo das quais decorrem algumas dificuldades. 
Por outro lado, faz-se uma breve referência a uma teoria sobre o ensino e aprendizagem da 
Matemática: o enfoque ontosemiótico, onde se salienta a adequação didática. 
2.1. O conceito de limite 
Este trabalho centra-se no conceito de limite de funções reais de variável real. Segundo o 
Programa de Matemática A do Ensino Secundário, este conceito deve ser introduzido 
intuitivamente, nos 10º e 11º ano, aquando do estudo intuitivo de propriedades de funções 
e dos seus gráficos, sendo formalizado no 12º ano de escolaridade, através da definição de 
limite de uma função, segundo Heine (Silva et al., 2002a). 
Teixeira, Precatado, Albuquerque, Antunes e Nápoles (1999/2000) referem que 
O programa do 12º ano indica que se deve adoptar a noção de limite de uma função 
  num ponto   segundo Heine, mas não refere se são de considerar apenas 
sucessões de pontos do domínio de   diferentes de   ou se são também de 
considerar as sucessões com termos iguais a  . (p. 12) 
No entanto, referem também que a definição utilizada nos livros do Ensino Secundário é 
aquela “em que se consideram para   apenas os valores diferentes de  ”, quando queremos 
calcular    
   
 ( ) (Teixeira et al., 1999/2000, p. 11). Deste modo, neste trabalho 
trabalharemos apenas a definição de limite de uma função, segundo Heine, de acordo com 
esta perspetiva. 
O conceito de limite sofreu uma grande evolução ao longo dos tempos, pelo que se 
considera pertinente apresentar uma breve evolução histórica do conceito. 
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2.1.1. Breve perspetiva histórica 
Segundo Blázquez e Ortega (2002), baseando-se nos trabalhos de Cornu (1983) e Robinet 
(1983), “a evolução histórica do conceito de limite pode dividir-se em quatro etapas que se 
diferenciam basicamente pela conceção de limite que subjaz em cada uma delas ainda que 
a separação nem sempre seja nítida” (p. 3). Segundo estes autores, esta evolução iniciou-se 
na época grega e estendeu-se até ao século XIX, sendo clara a necessidade de “explicitar e 
formalizar” (p. 3) esta noção. 
Assim, a primeira fase de evolução do conceito estende-se desde Eudoxo de Cnido (390 – 
338 a.C.) até à primeira metade do século XVIII e prende-se com os métodos 
infinitesimais. 
Segundo Blázquez e Ortega (2002, p. 3), “aparece nesta etapa uma ideia muito intuitiva de 
passagem ao limite”. Assim, este conceito aparece de uma forma muito intuitiva, até 
porque não tinha sido ainda explicitado o conceito de função. Deste modo, os mesmos 
autores referem que o conceito de limite 
aparece como um processo implícito em alguns métodos utilizados, basicamente, 
para resolver quatro tipos de problemas: 
a) Dada a fórmula do espaço em função do tempo, obter a velocidade e 
aceleração em qualquer instante ou reciprocamente, dada a aceleração ou 
velocidade obter a fórmula do espaço. 
b) Obtenção da tangente a uma curva. Em ótica é necessário conhecer a normal 
a uma curva e no estudo do movimento a direção da tangente. Aparecem 
problemas de definição de tangentes em geral (quando surgem novas curvas) 
pois a definição de tangente como reta que toca num só ponto ou fica de um 
lado da curva só serve para algumas cónicas. 
c) Estudo de máximos e mínimos de uma função, relacionado com o movimento 
dos planetas, o movimento de projéteis, etc. 
d) Cálculo de áreas delimitadas por curvas, volumes delimitados por superfícies, 
longitudes de curvas, centros de gravidade e atração gravitacional. 
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(Blázquez & Ortega, 2002, pp. 3 – 4) 
Apresentam-se, se seguida, alguns dos métodos utilizados nesta etapa: 
 Método de Exaustão, de Eudoxo 
Segundo Boyer (1999), depois da crise da incomensurabilidade, que parece ter sido 
resolvida graças à imaginação de Eudoxo, havia ainda um problema por resolver: o 
da “comparação de configurações curvas e retilíneas” (p. 62). 
Segundo Arquimedes foi Eudoxo quem forneceu o lema que hoje tem o 
nome de Arquimedes, às vezes chamado axioma de Arquimedes e que 
serviu de base para o método de exaustão, o equivalente grego de cálculo 
integral. O lema, ou axioma, diz que, dadas duas grandezas que têm uma 
razão (isto é, nenhuma delas sendo zero), pode-se achar um múltiplo de 
qualquer delas que seja maior que a outra. (Boyer, 1999, p. 62) 
Segundo Boyer (1999), partindo deste axioma, por redução ao absurdo, pode 
chegar-se à proposição que serve de base ao método de exaustão que, em 
linguagem moderna, consiste no seguinte: 
Se  é uma grandeza dada,   uma grandeza prefixada da mesma espécie e   
uma razão tal que 
 
 
    , então podemos achar um inteiro   tal que 
 (   )    para todo inteiro    . Isto é, a propriedade de exaustão 
equivale a dizer que    
   
 (   )   . (p. 63) 
 Método dos infinitésimos de Kepler (1571 – 1630) 
Segundo Blázquez e Ortega (2002, p. 71), este método era utilizado para resolver 
problemas de medidas de áreas ou volumes. “A base do método consiste em pensar 
que todos os corpos se decompõem em infinitas partes, infinitamente pequenas, de 
áreas ou volumes conhecidos” (Blázquez & Ortega, 2002, p. 71). 
 Método dos indivisíveis de Cavalieri (1598 – 1647) 
Segundo Boyer (1999), Cavalieri apresentou, no seu livro Geometria indivisibilibus 
continuorum, publicado em 1635, o seguinte argumento: “uma área pode ser 
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pensada como sendo formada de segmentos ou “indivisíveis” e [o] volume pode ser 
considerado como composto de áreas que são volumes indivisíveis ou quase-
atómicos” (p. 226). 
Nesta obra é enunciada a proposição desde então conhecida pelo nome de 
princípio de Cavalieri: dadas duas figuras, planas ou sólidas, situadas entre 
dois planos tangentes e paralelos entre si, se um desses planos se deslocar 
paralelamente a si próprio até coincidir com o outro e, em cada posição, 
determinar nas duas figuras secções que estão numa razão constante, então 
as duas figuras estão também nessa mesma razão. (Estrada, Sá, Queiró, 
Silva & Costa, 2000, p. 566) 
 Método de Fermat (1601 – 1665) para encontrar extremos de curvas 
Segundo Boyer (1999, p. 240), Fermat utilizava este método para encontrar 
máximos e mínimos nas “parábolas de Fermat” ou nas “hipérboles de Fermat”, isto 
é, nas curvas de equação     , quando   é positivo ou negativo, respetivamente. 
Mas, para além disto, o autor refere que Fermat foi mais além na utilização deste 
método, utilizando-o para curvas polinomiais do tipo    ( ). Assim, ao 
comparar o valor de  ( ) e de  (   ), Fermat apercebeu-se que, próximo dos 
extremos, estes dois valores eram muito próximos, o que o levou a igualar estes 
dois valores, embora tivesse consciência de que não eram iguais. Como sabia que 
quanto mais pequeno fosse o valor de   mais próximos eram os valores, Fermat 
dividia a diferença obtida por   e, de seguida, igualava   a zero. Os resultados 
eram as abcissas dos pontos de máximo e mínimo do polinómio em estudo. E esta é 
a essência do que é atualmente a diferenciação. 
 Método das tangentes 
Segundo Blázquez e Ortega (2002, p. 71), Fermat terá enviado uma memória a 
Mersenne (1588 – 1648) que se intitula Sobre as tangentes de linhas curvas, onde 
apresenta um método para traçar tangentes a uma curva, ainda que apenas o utilize 
para parábolas. Mais tarde, Descartes (1596 – 1650) envia uma carta a Mersenne, 
onde, na tentativa de decifrar o método proposto por Fermat, cria o seu próprio 
método. “Assim, considera que a curva e a sua tangente num ponto coincidem 
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numa vizinhança desse ponto” (Blázquez & Ortega, 2002, p. 5). De acordo com a 
figura 2.1, 
 
Figura 2.1: Método das tangentes (Blázquez & Ortega, 2002, p. 6) 
Descartes, ao pretender determinar a reta tangente ao gráfico da função no ponto 
  (   ( )), “traça a subtangente    (…), utilizando um critério de semelhança 
de triângulos ao supor que   está tão próximo da curva que pode supor-se situado 
nela (ou equivalentemente a tangente é identificada com a secante)” (Blázquez & 
Ortega, 2002, p. 5). Assim, pode determinar o ponto   e, deste modo, determinar o 
declive da reta tangente à curva no ponto  . Para obter o declive da reta, Descartes 
considerava então a diferença  (   )   ( ) e dividia-a por  . Posteriormente, 
considerava    . (Blázquez & Ortega, 2002, p. 5) 
Ao mesmo tempo, Fermat propõe um método, distinto do primeiro, muito 
similar ao de Descartes mas mais geral, já que utiliza a equação implícita da 
curva. Depois Fermat proporia outro método baseado no procedimento para 
achar máximos e mínimos, descoberto por ele anos atrás. (Blázquez & 
Ortega, 2002, p. 6) 
 Método de Barrow (1630 – 1677) 
Segundo Boyer (1999, p. 267), este método “é muito semelhante ao de Fermat mas 
usa duas quantidades – em vez da letra   única de Fermat – quantidades que 
equivalem aos modernos    e   ”. De acordo com a figura 2.2, 
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Figura 2.2: Método de Barrow (Boyer, 1999, p. 267) 
se considerarmos uma curva dada por uma equação polinomial  (   )   ,   um 
ponto sobre essa curva e   o ponto de intersecção da reta tangente ao ponto   com 
o eixo   , então, temos de considerar um “arco infinitamente pequeno    da 
curva” (Boyer, 1999, p. 267). Posteriormente, traçava-se um segmento de reta 
paralelo ao eixo    e que passa pelo ponto   e pelo ponto   cuja abcissa é a 
abcissa do ponto  . Se designarmos a ordenada do ponto   por  ; a medida de 
comprimento do segmento de reta    por  ; por  , a medida de comprimento do 
segmento de reta   ; e por  , a medida de comprimento do segmento de reta   , 
então, como os triângulos ,   - e ,   - são semelhantes, 
 
 
 
 
 
 e esta razão 
corresponde ao declive da reta tangente à curva no ponto  . Para determinar o 
declive da reta, Barrow substituía, na equação  (   )   ,   por     e   por 
   . Na equação resultante, desprezava os termos de grau maior que   em   e  , 
pois   e   são tão pequenos quanto queiramos. (Boyer, 1999, pp. 267 – 268) 
Mas, segundo Blázquez e Ortega (2002, p. 6), apesar do desenvolvimento destes métodos, 
faltava algo por detrás de todos eles, que os harmonizasse: o conceito de limite. Estava já 
iniciada a Análise Infinitesimal e, de seguida, parte do seu desenvolvimento surgiria das 
mãos de Newton (1643 – 1727) e Leibniz (1646 – 1716), que resumiram os quatro 
problemas iniciais à “diferenciação” e “antidiferenciação”. 
 Newton desenvolveu o método das fluxões (o cálculo diferencial) e o método 
inverso das fluxões (o cálculo integral) (Devlin, 2002, p. 91). Segundo Blázquez e 
Ortega (2002), no método das fluxões, apresentado em 1736, 
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estudam-se as magnitudes variáveis, introduzidas como abstração das 
diferentes formas do movimento mecânico contínuo, e denominadas 
fluentes. Todas as fluentes são variáveis dependentes e têm um argumento 
comum, o tempo. Depois introduzem-se as velocidades da corrente dos 
fluentes, isto é, as derivadas em função do tempo, que se denominam 
fluxões. A teoria de fluxões resolve dois problemas: a determinação da 
relação entre fluxões, conhecida a relação entre fluentes e o recíproco, dada 
a relação entre fluxões, encontrar as fluentes (diferenciação implícita e 
integração de equações diferenciais, respetivamente). (pp. 6 – 7) 
“Newton utilizou o símbolo  , para sugerir a quantidade próxima, mas não 
exactamente igual a  ” e definiu a fluxão como “a razão fundamental entre 
aumentos infinitesimais”. (Devlin, 2002, p. 92) 
Apesar das muitas objeções levantadas ao seu trabalho, “no seu livro Principia, 
Newton ficou muito perto de conseguir a formulação correta com a seguinte 
explicação: “As razões fundamentais em que as quantidades desaparecem não são, 
em rigor, razões de quantidades fundamentais mas sim limites de que as razões 
destas quantidades que vão diminuindo de forma ilimitada, se aproximam” ”. 
(Devlin, 2002, pp. 92 – 93) 
 Leibniz abordou a mesma questão, mas, segundo Devlin (2002, p. 92), “como um 
problema geométrico, procurando encontrar gradientes das curvas”. De facto, 
segundo Blázquez & Ortega (2002), 
Leibnitz [sic] (1646 – 1716), preocupado com a clarificação dos conceitos e 
o aspeto formal da matemática, contribui para o nascimento da análise 
infinitesimal com a sua teoria sobre os diferenciais. Deu-se conta de que o 
declive da tangente a uma curva depende da razão entre as diferenças das 
ordenadas e das abcissas, quando são infinitamente pequenas estas 
diferenças. (pp. 7 – 8) 
Assim, “representou a função gradiente como 
  
  
, uma notação obviamente 
sugestiva de uma relação entre dois pequenos aumentos” (Devlin, 2002, p. 92). 
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Por outro lado, apercebeu-se que “a área abaixo de uma curva depende da soma das 
áreas dos retângulos infinitamente estreitos que constituem esta área” (Blázquez & 
Ortega, 2002, p. 8). Deste modo, segundo os mesmos autores, estabeleceu a 
integração como um processo de adição, considerando-a como o inverso da 
diferenciação. 
Segundo Devlin (2002), 
o passo crucial dado por Newton e Leibniz foi desviar a atenção da situação 
essencialmente estática relativa ao gradiente num ponto particular   para o método 
dinâmico das aproximações sucessivas do gradiente através de gradientes de linhas 
rectas partindo de  . (p. 92) 
A partir deste momento, inicia-se a segunda etapa da evolução do conceito, que se 
desenrola durante a segunda metade do século XVIII e que se relaciona com a 
transformação dos fundamentos da Análise Infinitesimal. 
Durante esta fase, desenvolveu-se o conceito de função. De facto, segundo Blázquez e 
Ortega, (2002), era necessário “estender as operações da análise a um maior número de 
funções, para o que se requeria uma ideia clara de dependência funcional e, para isso, foi 
necessário investigar o significado do conceito de função e suas manipulações algébricas” 
(p. 9). 
Blázquez & Ortega (2002), destacam, nesta época, o trabalho de: 
 Euler (1707 – 1743), que, utilizando o cálculo diferencial de Leibniz e o método 
das fluxões de Newton, os agrupa num ramo mais geral da Matemática, que passa a 
chamar-se “ “análise” – o estudo dos processos infinitos” (Boyer, 1999, p. 306). 
Segundo Boyer (1999, p. 306), Introductio in analysin infinitorum pode ser 
considerada com a chave de abóbada da análise. A partir desta altura, o conceito de 
função tornou-se fundamental na Análise, sendo considerada por Euler como 
“qualquer expressão analítica formada daquela quantidade variável e de números 
ou quantidades constantes” (p. 306). 
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O trabalho de Euler prosseguiu com o estudo de funções, utilizando o seu 
desenvolvimento em séries infinitas. No entanto, como muitas vezes, não tinha em 
conta a convergência das séries, acabou por ser conduzido a resultados errados. 
(Boyer, 1999, p. 307) 
 D'Alembert (1717-1783) considerava, que “a “verdadeira metafísica” do Cálculo se 
encontraria na ideia de limite” (Boyer, 1999, p. 311). Ao contrário de Leibniz e 
Euler, D’Alembert insistia que “uma quantidade é alguma coisa ou é nada: se é 
alguma coisa, não desapareceu ainda; se é nada, ela literalmente desapareceu. A 
suposição de que há um estado intermediário entre esses dois é uma quimera” 
(Boyer, 1999, p. 311). 
Num artigo intitulado “Limite”, para a Encyclopédie, D’Alembert chamou 
quantidade ao “limite de uma segunda quantidade [variável] se a segunda pode se 
aproximar da primeira de mais perto que por qualquer quantidade dada (sem 
coincidir com ela)” (Boyer, 1999, p. 311). Segundo o mesmo autor, esta definição 
apresentava alguma imprecisão e a linguagem utilizada não era suficientemente 
clara para que os contemporâneos de D’Alembert a aceitassem, o que levou a que 
se continuasse a utilizar as conceções de Leibniz e Euler. 
 Lagrange (1736-1813) trabalhou com o desenvolvimento de funções em séries de 
Taylor, considerando que as derivadas das funções em     eram os coeficientes 
das sucessivas potências. Lagrange tentou assim, segundo Blázquez e Ortega 
(2002), fugir ao conceito de limite, apesar de a noção de convergência das séries 
necessitar deste conceito. De qualquer forma, podemos ver em Lagrange, uma 
“conceção algébrica da Análise” (p. 11), contribuindo também para a “passagem do 
domínio geométrico para o domínio numérico” (p. 11). 
A terceira etapa de desenvolvimento do conceito de limite desenrola-se durante o século 
XIX e o princípio do século XX, correspondendo, segundo Blázquez e Ortega (2002), à 
Aritmetização da Análise. 
Segundo Blázquez e Ortega (2002), desde o final do século de XVIII que alguns 
matemáticos sentiam necessidade de construir a Teoria de Limites como base da Análise 
Matemática, bem como de reformular esta última, através da Aritmetização, para a qual 
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foram determinantes “a clarificação do conceito de função, a aparição de novos problemas 
matemáticos e físicos, e a evolução do ensino da Matemática” (p. 11). 
Segundo Devlin (2002), nenhum matemático, antes de Cauchy e Weierstrass, foi capaz de 
“representar a noção de um limite de uma forma matemática precisa” (p. 93). 
Nesta etapa do desenvolvimento do conceito de limite, Blázquez e Ortega (2002) destacam 
os seguintes matemáticos: 
 Cauchy (1789 – 1857) propõe a seguinte definição de limite: 
“…, quando os sucessivos valores que toma uma variável se aproximam 
indefinidamente de um valor fixo, de forma que acabam por diferir dele em tão 
pouco quanto queiramos, este último valor chama-se o limite de todos os outros” 
(Cauchy, 1821, citado por Blázquez & Ortega, 2002, p. 11). 
Segundo Blázquez e Ortega (2002), para propor esta definição, Cauchy apoiou-se 
no conceito de limite de D’Alembert, “rejeitando a aproximação de Lagrange, 
prescinde da geometria, dos infinitésimos e das taxas de variação, dando-lhe um 
caráter mais aritmético, mais rigoroso mas ainda assim impreciso” (p. 11). 
Cauchy baseia toda a Análise no conceito de limite. Segundo Blázquez e Ortega 
(2002), ele define 
infinitésimos como uma quantidade variável que converge para zero, a 
função derivada como o limite dos quocientes incrementais quando o 
incremento de   tende para zero e a continuidade de forma análoga à atual 
(do mesmo modo que Bolzano). Além disto, recupera o sentido geométrico 
inicial de integral (e não como operação inversa da diferenciação) 
definindo-a como limite de somas integrais”. (pp. 11 – 12) 
 “Bolzano (1781-1848) dá uma definição de continuidade baseada na de limite. De 
facto, a obra de Bolzano desenvolve-se de forma paralela à de Cauchy, baseada na 
mesma ideia de limite” (Blázquez & Ortega, 2002, p. 12). 
 Weierstrass (1815-1897), segundo Blázquez e Ortega (2002), contribuiu para o 
desenvolvimento da Análise através de uma definição satisfatória de número real e 
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outra de conceito de limite. Weierstrass criticou a definição de limite, segundo 
Cauchy, por considerar que a expressão “a variável aproxima-se de um limite” (p. 
12) sugere tempo e movimento. Assim, sugeriu “uma formulação métrica, 
puramente estática” (Blázquez & Ortega, 2002, p. 12), que surgiu na obra Elemente 
do seu discípulo Heine: 
“Se, dado qualquer ε, existe um   , tal que para       , a diferença  (   
 )    é  menor em valor absoluto que ε, então diz-se que L é o limite de  ( ) para 
    ” (Blázquez & Ortega, 2002, p. 12). 
Segundo Blázquez e Ortega (2002, p. 12), a evolução do conceito de limite não termina 
aqui, tendo surgido, já no século XX, conceções de tipo topológico. No entanto, os autores 
não as referenciam, uma vez que estão já muito distanciadas do que é trabalhado ao nível 
do Ensino Secundário. 
Neste trabalho, vamos também optar por nos ficarmos com a evolução do conceito de 
limite até Weierstrass, uma vez que, neste momento da história da evolução do conceito de 
limite, se chegou à definição mais utilizada atualmente entre os matemáticos, designada 
por definição de Cauchy, apesar de ter sido formulada, tal como a conhecemos hoje, por 
Weierstrass. 
Vejamos a definição de limite de uma função segundo Cauchy: 
Seja   uma função real de variável real e   e   números reais. Diz-se que  ( ) tende para 
  quando   tende para  , quando, dado um número positivo   qualquer (por menor que 
seja), se pode encontrar um número positivo   de modo que se tenha 
| ( )   |   , desde que |   |   , com    . 
(adaptado de Silva & Paulo, 1963, p. 191) 
Segundo Silva e Paulo (1963, pp. 191 – 192), esta definição é menos intuitiva que a 
definição de limite de uma função, segundo Heine, e só se aplica ao caso em que   e   são 
finitos. Talvez por estes motivos, esta definição não seja, atualmente, abordada no Ensino 
Secundário. 
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No Ensino Secundário, a definição de limite utilizada é a definição de limite de uma 
função segundo Heine, assim designada em homenagem ao matemático alemão Heinrich 
Edward Heine. 
Deste modo, a partir deste ponto, vamos focar-nos nas diretrizes do Programa de 
Matemática A do 12º ano. 
 
2.1.2. Definição de limite de uma função, segundo Heine 
“Sendo  ( )1 uma função qualquer e sendo   e   constantes quaisquer, finitas ou infinitas, 
diz-se 
« ( ) tende para   quando   tende para  » 
Se, a toda a possível sucessão de valores de   tendente para   (sendo esses valores 
diferentes de  ), corresponde uma sucessão de valores de  ( ) tendente para  ” (Silva & 
Paulo, 1963, p. 188). 
Nota: “Subentende-se nesta definição que os valores atribuídos a   pertencem ao domínio 
da função e que existe pelo menos uma sucessão de pontos do domínio, diferentes de  , 
tendente para  ” (Silva & Paulo, 1963, p. 188). 
“Portanto, a frase entre aspas é apenas um modo abreviado de exprimir este facto: para 
todas as possíveis sucessões de valores             , diferentes de  , tais que     , 
vem  (  )   . O mesmo se pode ainda exprimir, mais abreviadamente, escrevendo: 
 ( )   , quando    , 
ou 
   
   
 ( )    
(ler: «o limite de  ( ) quando   tende para   é  )” (Silva & Paulo, 1963, p. 188). 
                                                             
1 “Em vez de dizer «a função representada pela expressão     » diremos abreviadamente «a função   
  » (e analogamente em outros casos), embora a função e a expressão sejam coisas bem distintas: a função é 
uma correspondência estabelecida entre os valores de   e os valores da expressão (variável dependente).” 
(Silva & Paulo, 1963, pp. 104 – 105). Neste trabalho será utilizada a notação usual. No entanto, como esta 
definição foi transcrita, manteremos, neste caso, a notação do autor. 
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No entanto, a definição dada aos alunos utiliza a notação usual: 
Seja   uma função real de variável real e   e   constantes quaisquer, finitas ou infinitas, 
diz-se que 
« ( ) tende para   quando   tende para  » 
e escreve-se 
   
   
 ( )   , 
se, a toda a possível sucessão de valores do domínio de   que tende para   (sendo esses 
valores diferentes de  ), corresponde uma sucessão de valores de  ( ) que tende para  . 
(adaptado de Silva & Paulo, 1963, p. 188) 
Segue-se a definição de limites laterais (limite à esquerda e limite à direita), com base 
nesta definição de limite: 
Limites laterais: 
Dadas uma função   (real de variável real) e duas constantes   e  , finitas ou infinitas, diz-
se que   é o limite de  ( ) à esquerda de  , e escreve-se 
   
    
 ( )    
quando, a toda a sucessão de valores de  , tendente para  , sendo esses valores menores 
que  , corresponde uma sucessão de valores de   tendente para  . 
Analogamente se define limite à direita. Para indicar que   é o limite de   à direita de  , 
escreve-se 
   
    
 ( )    
(adaptado de Silva & Paulo, 1963, p. 195). 
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2.1.3. Noções topológicas associadas ao conceito de limite 
A partir da definição do conceito de limite apresentada, subentende-se que, no caso de   
ser uma constante finita, ou seja, um valor real,   é ponto de acumulação do domínio. Mas, 
antes de definirmos ponto de acumulação de um conjunto    , recordemos a noção de 
vizinhança de um ponto. 
Definição de Vizinhança de um ponto: 
“Seja     e     ; chamaremos vizinhança   de  , e designaremos por   ( ), o 
conjunto de todos os números reais   cuja distância a   é menor do que  : 
  ( )  *     (   )   +  *    |   |   +” 
(Ferreira, 2008, p. 65). 
“Geometricamente, a vizinhança   de   é representada por um segmento de recta (privado 
dos extremos) com centro no ponto que corresponde a   e comprimento    
 
 
  ( )  -       ,” 
(Ferreira, 2008, p. 65). 
Definição de ponto de acumulação de um conjunto    : 
Seja    . 
Diz-se que   é ponto de acumulação do conjunto   se e só se qualquer vizinhança de   tem 
pelo menos um ponto de   diferente de  . 
Simbolicamente, 
“  é ponto de acumulação de           ( )  (  * +)   ” (Ferreira, 2008, p. 72). 
𝑎 𝑎  𝜀 𝑎  𝜀 
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2.1.4. Regras operatórias sobre limites 
Pela definição de limite de uma função, segundo Heine, o cálculo de limites de funções 
reais de variável real baseia-se no cálculo de limites de sucessões, pelo que todos os 
teoremas sobre limites de sucessões poderão ser aplicados ao cálculo de limites de funções 
reais de variável real. Deste modo, é possível deduzir teoremas análogos para o cálculo de 
limites de funções reais de variável real. 
Apresentam-se, de seguida, os teoremas operatórios sobre limites de funções reais de 
variável real. 
Se duas funções   e  , reais de variável real, têm limites finitos quando   tende para   
(finito ou infinito), então: 
    
   
, ( )   ( )-     
   
 ( )     
   
 ( ) 
    
   
, ( )   ( )-     
   
 ( )     
   
 ( ) 
    
   
, ( )   ( )-     
   
 ( )     
   
 ( ) 
Se além disso,    
   
 ( )   , temos: 
    
   
 ( )
 ( )
 
   
   
 ( )
   
   
 ( )
 
Finalmente, designando por   um número natural qualquer, tem-se: 
    
   
, ( )-  0   
   
 ( )1
 
 
    
   
√ ( )
 
 √   
   
 ( )
 
 
supondo, nesta última regra, que o limite de  ( ), quando    , é não negativo, no caso 
em que   é par. 
(adaptado de Silva & Paulo, 1963, pp. 189 - 190) 
Podemos ainda generalizar o teorema sobre o limite do quociente ao caso em que o limite 
da função que está em denominador é  , a partir de um teorema sobre limites de sucessões 
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que nos diz que o inverso de um infinitésimo é um infinitamente grande (Silva & Paulo, 
1963). 
Por outro lado, estes teoremas podem ser generalizados ao caso de limites infinitos, a partir 
dos teoremas correspondentes para o cálculo de limites de sucessões (Silva & Paulo, 
1963). Estas generalizações permitem o surgimento de regras operatórias não 
contempladas nos teoremas enunciados. 
Mas, apesar destas generalizações, os teoremas referidos não contemplam todas as 
situações que ocorrem no cálculo de limites. É recomendação do Programa de Matemática 
A do 12º ano, referir as situações de indeterminação “para mostrar as limitações dos 
teoremas operatórios” (Ministério da Educação, 2002a, p. 5). 
 
2.1.5. Indeterminações 
Quando, ao utilizarmos as regras operatórias sobre limites, chegamos a situações do tipo 
 
 
, 
   , 
 
 
 ou     (indeterminações abordadas no 12º ano), dizemos que estamos perante 
símbolos de indeterminação. De facto, quando obtemos estes símbolos, a partir da 
aplicação das regras operatórias sobre limites, não podemos concluir, à partida, sobre o 
valor do limite da função, uma vez que, dependendo da situação, poderemos obter 
diferentes valores para o limite, se este existir. 
Caraça (1999) refere que, apesar de não podermos aplicar as regras operatórias, pois 
o resultado, em cada um desses casos, não pode ser designado a priori; há que obtê-
lo, ou tentar obtê-lo, de cada vez que um desses casos se apresente, há que procurar 
fazer de cada vez, o que em linguagem técnica se chama – o levantamento da 
indeterminação. (p. 230) 
Vejamos então quais as técnicas de levantamento de indeterminações que poderão ser 
utilizadas com alunos do 12º ano, para cada um dos tipos de indeterminação referidos. Para 
os casos que não estão contemplados nestas técnicas, os alunos deverão tentar perceber 
qual a melhor transformação algébrica que lhes permite levantar a indeterminação. 
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Indeterminação do tipo 
 
 
: 
Consideremos duas funções reais de variável real   e   tais que    
   
 ( )    e    
   
 ( )  
 . Assim, se quisermos calcular    
   
.
 
 
/ ( ) e utilizarmos as regras operatórias sobre 
limites, ou seja, se fizermos    
   
.
 
 
/ ( )   
   
   
 ( )
   
   
 ( )
, obteremos o símbolo de 
indeterminação 
 
 
. 
Vamos então ver como poderemos levantar esta indeterminação, que surge do facto de   
ser uma raiz comum às duas funções envolvidas. 
De um modo geral, quando queremos calcular    
   
 ( )
 ( )
, onde   e   são polinómios, e 
obtemos o símbolo 
 
 
, poderemos levantar a indeterminação, simplificando a expressão: 
Se, para     (com    ), ambos os polinómios assumem o valor  , então ambos são 
divisíveis por    . Sejam   ( ) e   ( ) os quocientes de  ( ) e  ( ) por (   ), 
respetivamente. Assim, quando calculamos o limite de 
 ( )
 ( )
, quando   tende para  , temos: 
   
   
 ( )
 ( )
    
   
(   )  ( )
(   )  ( )
    
   
  ( )
  ( )
 
Se os dois polinómios   ( ) e   ( ) são ainda divisíveis por    , então podemos efetuar 
essa divisão. Sejam   ( ) e   ( ) os respetivos quocientes. Então: 
   
   
  ( )
  ( )
    
   
(   )  ( )
(   )  ( )
    
   
  ( )
  ( )
 
Como os graus dos polinómios obtidos pela simplificação são cada vez menores, então, 
com certeza, chegaremos uma situação em que teremos dois polinómios   ( ) e   ( ) que 
não se anulam simultaneamente para     e tais que: 
   
   
 ( )
 ( )
    
   
  ( )
  ( )
 
(Prova adaptada de Silva & Paulo, 1963, pp. 299 – 300). 
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Quando queremos calcular    
   
 ( )
 ( )
, nestas circunstâncias, podem ocorrer 3 situações, 
como vimos nos exemplos: 
 se    
   
  ( )    e    
   
  ( )   , então o valor do limite da fração no ponto   é  ; 
 se    
   
  ( )    e    
   
  ( )   , então o valor do limite da fração no ponto   é  
(consoante    
   
  ( ) seja  
  ou   , o limite da fração é    ou   , 
respetivamente); 
 se    
   
  ( )    e    
   
  ( )   , então o valor do limite da fração no ponto   é 
finito e diferente de  . 
(Silva e Paulo, 1963, p. 301) 
No caso das funções irracionais apresentadas aos alunos (envolvendo apenas raízes 
quadradas), bastará multiplicar e dividir a expressão, pela expressão conjugada de um dos 
termos da fração, por forma a poder simplificar a expressão e, consequentemente, levantar 
a indeterminação. 
Indeterminação do tipo 
 
 
: 
Consideremos duas funções reais de variável real   e   tais que    
   
 ( )     e 
   
   
 ( )    . Assim, se quisermos calcular    
   
.
 
 
/ ( ) e utilizarmos as regras 
operatórias sobre limites, ou seja, se fizermos    
   
.
 
 
/ ( )   
   
   
 ( )
   
   
 ( )
, obteremos o símbolo 
  
  
 ou, simplesmente, 
 
 
. 
Mas, dependendo da situação, ou seja, dependendo das funções envolvidas, o valor do 
limite, se existir, é diferente de caso para caso, podendo ser,   ,    ou um número real. 
Assim, quando obtemos o símbolo 
 
 
, não podemos determinar, a priori, qual o valor do 
limite da função. 
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Vamos então perceber como poderemos levantar esta indeterminação. Neste trabalho, 
vamos considerar apenas situações em que as funções   e   são polinómios ou funções 
irracionais simples (envolvendo apenas raízes quadradas). 
Assim, quando queremos calcular    
    
 ( )
 ( )
, onde   e   são funções polinomiais e 
obtemos o símbolo de indeterminação 
 
 
, poderemos levantar a indeterminação da seguinte 
forma: 
Se 
 ( )
 ( )
 
   
     
              
                      
  
            * +                   
então, 
 ( )
 ( )
 
  (   
   
   
     
     
   
  
  )
  (   
      
     
     
   
  
  )
 
 
  .   
  
    
    
    
 
  
  /
  .   
  
    
    
    
 
  
  /
 
 
  
  
 
   
  
    
    
    
 
  
  
   
  
    
    
    
 
  
  
 
Deste modo, calcular    
    
 ( )
 ( )
 é o mesmo que calcular 
   
    
(
  
  
 
   
  
    
    
    
 
  
  
   
  
    
    
    
 
  
  
) 
    
    
  
  
 
   
    
.   
  
    
    
    
 
  
  /
   
    
.   
  
    
    
    
 
  
  /
 
 28 
 
    
    
  
  
 
  
  
 
  
  
    
    
     
No caso das funções irracionais referidas, bastará multiplicar e dividir pela expressão 
conjugada de um dos termos da fração, por forma a poder simplificar a expressão e, 
consequentemente, levantar a indeterminação. 
Indeterminação do tipo   : 
Consideremos duas funções reais de variável real   e   tais que    
   
 ( )     e 
   
   
 ( )     ou    
   
 ( )     e    
   
 ( )    . Assim, se quisermos calcular 
   
   
(   )( ) e utilizarmos as regras operatórias sobre limites, ou seja, se fizermos 
   
   
(   )( )     
   
 ( )     
   
 ( ), obteremos o símbolo (  )  (  ) ou (  )  
(  ), respetivamente, ou simplesmente,   . 
Mas, dependendo da situação, ou seja, dependendo das funções envolvidas, o valor do 
limite, se existir, é diferente de caso para caso, podendo ser,   ,    ou um número real. 
Assim, quando obtemos o símbolo    , não podemos determinar, a priori, qual o valor 
do limite da função. 
Relativamente a estas indeterminações, vamos estudar o seu levantamento apenas o caso 
dos polinómios e de funções irracionais simples. 
De um modo geral, quando queremos calcular    
    
 ( ), onde  ( )     
     
    
    , com      * +          , podemos levantar uma possível indeterminação 
da seguinte forma: 
   
    
 ( )     
    
(   
     
        ) 
    
    
*  (   
   
   
  
 
   
   
  
   
  
  
)+ 
    
    
(  )     
    
(   
   
   
  
 
   
   
  
   
  
  
) 
    
    
(  )     
    
.   
  
 
 
  
  
   
  
  
/ 
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(  )           
    
(  ) 
Se quisermos calcular    
    
 ( ), podemos levantar a indeterminação de forma análoga. 
No caso das funções irracionais apresentadas aos alunos, a indeterminação do tipo     
que ocorre poderá ser levantada multiplicando e dividindo, a expressão, pela expressão 
conjugada. 
Indeterminação do tipo    : 
Consideremos duas funções reais de variável real   e   tais que    
   
 ( )    e    
   
 ( )  
   ou    
   
 ( )     e    
   
 ( )   . Assim, se quisermos calcular    
   
(   )( ) e 
utilizarmos as regras operatórias sobre limites, ou seja, se fizermos    
   
(   )( )  
   
   
 ( )     
   
 ( ), obteremos o símbolo de indeterminação      ou, simplesmente, 
   . 
Mas, dependendo da situação, ou seja, dependendo das funções envolvidas, o valor do 
limite, se existir, é diferente de caso para caso, podendo ser,   ,    ou um número real. 
Assim, quando obtemos o símbolo    , não podemos dizer, a priori, qual o valor do 
limite da função, se existir. 
Vamos ver como poderemos levantar esta indeterminação. 
De um modo geral, quando queremos calcular    
   
, ( )  ( )- e o cálculo deste limite 
conduz, pela aplicação das regras operatórias sobre limites, à indeterminação do tipo 
   , então poderemos levantar esta indeterminação da seguinte forma: 
Sabemos que 
 ( )  ( )  
 ( )
 
 ( )
 ou  ( )  ( )  
 ( )
 
 ( )
 
Deste modo, calcular    
   
, ( )  ( )- é o mesmo que calcular    
   
 ( )
 
 ( )
 ou    
   
 ( )
 
 ( )
. 
Suponhamos, sem perda de generalidade, que    
   
 ( )    e    
   
 ( )    , então: 
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 no primeiro caso, obteríamos, pela aplicação das regras operatórias, uma 
indeterminação do tipo 
 
 
; 
 no segundo caso, obteríamos, pela aplicação das regras operatórias, uma 
indeterminação do tipo 
 
 
. 
Mas, estas indeterminações já sabemos levantar e, portanto, a partir daqui, poderemos 
aplicar as regras de levantamento das indeterminações do tipo 
 
 
 ou 
 
 
, respetivamente. 
(Prova adaptada de Silva & Paulo, 1963, pp. 306 – 307). 
Limites Notáveis 
O Programa de Matemática A do 12º ano refere ainda que deve ser dada aos alunos a 
informação sobre alguns limites notáveis, que são indeterminações que os alunos não 
possuem ferramentas de cálculo para as levantar. Os limites notáveis abordados nesta fase 
são os seguintes: 
    
    
  
  
        
É explicado aos alunos que este limite é   , uma vez que a função exponencial 
cresce muito mais rapidamente do que qualquer função real de variável real 
definida por   , com    . 
    
   
    
 
   
O valor deste limite é explicado aos alunos graficamente. 
Vejamos: 
Seja   a função definida por  ( )  
    
 
. Uma possível representação gráfica 
desta função é: 
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Figura 2.3: Representação gráfica da função  ( )  
    
 
 
Observando a representação gráfica, quando   tende para  , quer seja por valores 
inferiores ou superiores,  ( ) tende para  . 
    
   
  (   )
 
   
O valor deste limite pode ser explicado à custa do anterior. 
Seja     (   ). Quando   tende para  ,   também tende para  . 
Sabemos também que     (   )               . 
Deste modo, 
   
   
  (   )
 
    
   
 
    
    
   
 
    
 
 
 
   
   
    
 
 
 
 
   
    
    
   
 
   
O valor deste limite pode ser explicado à custa do primeiro. 
Seja      . Quando   tende para  ,   tende para   . 
Sabemos também que           . 
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Assim, 
   
    
   
 
    
    
 
  
    
    
 
  
 
 
 
   
    
  
 
   
 
2.2. A aprendizagem do conceito de limite 
Neste subcapítulo, vamos abordar algumas das dificuldades associadas ao conceito de 
limite, algumas delas decorrentes de processos de aprendizagem do próprio conceito. 
2.2.1. Os Obstáculos 
Como já foi referido, o conceito de limite é um dos mais difíceis de ensinar e aprender 
(Blázquez & Ortega, 2000). Segundo Jordaan (2005, p. 20), este conceito é muito difícil de 
introduzir, porque parece mais relacionado com a metafísica ou com a filosofia. E este 
aspeto metafísico do conceito de limite é, segundo a autora, um dos principais obstáculos 
associados ao conceito, porque o limite não pode ser calculado através de métodos 
algébricos e aritméticos comuns. A autora alerta também para o facto de o limite ser ou 
não atingido ser um outro obstáculo também muito presente entre os alunos. 
Deste modo, comecemos por compreender um pouco melhor o que é um obstáculo, quais 
os vários tipos de obstáculos associados ao conceito de limite e quais aqueles que são mais 
comuns no que diz respeito ao conceito de limite. 
Segundo Brousseau (1976), baseando-se nos trabalhos de Bachelard (1975) e Piaget 
(1975), “o erro não é somente resultado da ignorância, da dúvida, do azar que se crê nas 
teorias empiristas ou behavioristas da aprendizagem” (p. 104). Pelo contrário, estes autores 
veem o erro como “resultado de um conhecimento anterior” (Brousseau, 1976, p. 104) que, 
em determinado momento se revela “falso, ou simplesmente inadaptado” (Brousseau, 
1976, p. 104). Segundo o autor, estes erros são obstáculos estabelecidos e, quer no trabalho 
do aluno, quer no do professor, fazem parte do processo de construção do conhecimento. 
Segundo Brousseau (1976), um obstáculo é um conhecimento adquirido num determinado 
momento, mas que, posteriormente, se revela falso ou inadaptado, quando o portador desse 
conhecimento está, por exemplo, perante novas situações. Cornu (1983, p. 30) refere o 
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facto de esse conhecimento se mostrar satisfatório num determinado momento e ser 
precisamente esta sensação de satisfação que faz com que o conhecimento se enraíze e se 
venha a transformar num obstáculo. Assim, estes obstáculos têm de ser ultrapassados, para 
que o processo de aprendizagem prossiga. 
A transposição de um obstáculo é um processo complexo. Segundo Brousseau (1976) e 
Cornu (1983), a aprendizagem de uma noção não é feita de forma progressiva e contínua. 
A aprendizagem está repleta de recuos e avanços, que se prendem com o aparecimento de 
obstáculos e a sua transposição, respetivamente. Deste modo, Cornu (1983) ressalta a 
importância dos conflitos, pois “um conhecimento incompleto, ou parcialmente defeituoso, 
permanecerá enquanto não provocar um conflito” (p. 30). 
Os obstáculos podem ser de vários tipos, tendo em conta a sua origem, tal como refere 
Brousseau (1976, p. 108). Deste modo, os obstáculos poderão ser: 
 ontogénicos, resultantes de limitações do próprio sujeito, nomeadamente, 
limitações de caráter neuropsicológico, num determinado momento do seu 
desenvolvimento. Deste modo, “ele desenvolve os conhecimentos adequados aos 
seus meios e aos seus objetivos”; 
 didáticos, que “parecem depender apenas de uma escolha ou de um projeto do 
sistema educativo”, dependem das opções didáticas tomadas, nomeadamente ao 
nível do sistema educativo; 
 epistemológicos, aqueles que fazem parte do conhecimento visado, podendo ser 
encontrados na história do próprio conceito. 
No entanto, segundo Glaeser (1979 – 80, citado por Cornu, 1983, pp. 31 – 32), os 
obstáculos podem dividir-se em: 
 Obstáculos de origem genética, que estão “associados ao desenvolvimento do 
sujeito que aprende”. Podem surgir, por exemplo, quando se tenta ensinar um 
conceito a alguém muito jovem; 
 Obstáculos de origem didática, provenientes do método de ensino ou do próprio 
sistema educativo; 
 Obstáculos de origem psicológica, inerentes ao próprio sujeito e que se relacionam 
com a “sua condição psicológica, os seus hábitos, o seu vocabulário”; 
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 Obstáculos de origem social, “ligados à cultura, à sociedade envolvente”; 
 Obstáculos de origem técnica, relacionados com os materiais, tecnologias ou 
técnicas utilizadas; 
 Obstáculos de origem epistemológica, que são inerentes à noção matemática em 
estudo. Deste modo, qualquer sujeito que esteja a aprender essa noção, vai 
confrontar-se com este tipo de obstáculos, não sendo possível “escapar”. 
Os vários tipos de obstáculos manifestam-se, segundo Brosseau (1976, p. 105), através dos 
erros. Segundo Cornu (1983, p. 33), “um obstáculo vai manifestar-se essencialmente pelos 
erros que vai provocar” e “são muitas vezes estes erros que permitirão detetar a presença 
deste obstáculo”. 
Também para Jordaan (2005, p. 12), citando Olivier (1989) e Bezuidenhout (2001), os 
erros e as ideias erradas são o resultado natural do esforço realizado pelo indivíduo para a 
construção do seu próprio conhecimento. Estas ideias surgem dos conhecimentos prévios e 
não podem ser evitadas, podendo, no entanto, impedir o desenvolvimento de interpretações 
mais sofisticadas de conceitos matemáticos fundamentais. 
Vários autores têm estudado os obstáculos epistemológicos associados ao conceito de 
limite, sendo que, muitos destes obstáculos estão associados à história do próprio conceito 
(Brousseau, 1976; Cornu, 1983; Sierpinska, 1985). Alguns deles são referidos por Cornu 
(1983, pp. 54 – 61). O autor começa por se referir aos obstáculos epistemológicos que 
marcaram a história da evolução do conceito de limite, nomeadamente: 
 O campo conceptual 
O conceito de limite não se desenvolveu isoladamente, mas sim a par de outros 
conceitos, como, por exemplo, o conceito de infinito. Segundo Cornu (1983, p. 54), 
o conceito de infinito pode constituir um obstáculo ao conceito de limite, pois não é 
possível conceber este último sem uma conceção adequada do primeiro. No 
entanto, ao longo da história do conceito de limite, o conceito de infinito serviu 
também como “fator de progresso” (p. 54), na medida em que foi “a relutância em 
utilizar o infinito por parte dos matemáticos da época, que permitiu aos gregos a 
aplicação do método de exaustão, e que levou D’Alembert a definir com clareza a 
noção de limite” (p. 54). 
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Mas, para além do conceito de infinito, outros conceitos fazem parte do campo 
conceptual de limite, nomeadamente conceitos geométricos (“grandezas 
geométricas, áreas, volumes, estrutura dessas grandezas” (p. 55)); o conceito de 
tempo; os conceitos de sucessão, sequência, máximo, mínimo e tangente; o 
conceito de função; os conceitos cinemáticos (“movimento de um ponto e 
particularmente velocidade instantânea” (p. 55)); as noções de rapidez de 
convergência, de majoração, de minoração (quando se está interessado no aspeto 
quantitativo do conceito de limite); os conceitos de fronteira superior, fronteira 
inferior, ponto de acumulação. 
 Os problemas 
Ao longo da história do conceito de limite, vários foram os problemas que 
permitiram o seu desenvolvimento. Cornu (1983) ressalta os problemas 
geométricos, como por exemplo, “os problemas de cálculo de áreas, mas também a 
reflexão sobre as grandezas geométricas (por exemplo, a noção de “indivisível”)” 
(p. 56). E foram, segundo o mesmo autor, estes problemas que “permitiram aos 
gregos descobrir o método de exaustão, considerando o círculo como o “limite” de 
polígonos regulares” (Cornu, 1983, p. 56). Mas, apesar de o conceito de limite ter 
sido motivado a partir de problemas geométricos, posteriormente, a geometria 
tornou-se incómoda para o desenvolvimento do conceito. De facto, Cornu (1983) 
refere que “foi difícil abandonar o ponto de vista geométrico para se passar ao 
domínio numérico” (p. 56). 
Por outro lado, o conceito de limite também se desenvolveu através de problemas 
de cálculo de somas de séries. Este problema surgiu da geometria, mas “permitiu 
reforçar as técnicas de cálculo, passar para o domínio numérico” (Cornu, 1983, p. 
56). 
O terceiro problema associado ao desenvolvimento do conceito de limite é o 
problema do cálculo de derivadas. Associados a este tipo de problemas estão os 
problemas de determinação de máximos e mínimos. 
 Os obstáculos 
o A transposição numérica 
Segundo Cornu (1983), uma das grandes dificuldades na história do 
conceito de limite foi a abstração do contexto geométrico (que desencadeou 
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a evolução do conceito), para o trabalhar apenas do ponto de vista 
numérico. Lagrange foi um dos principais impulsionadores desta passagem, 
“querendo devolver a análise ao cálculo algébrico” (p. 57). Lagrange 
trabalhou com “séries formais”, aplicando, posteriormente, os resultados 
obtidos à geometria e à mecânica (Cornu, 1983, p. 57). 
o O aspeto “metafísico” da noção de limite 
Segundo Cornu (1983, p. 58), “a utilização da noção de limite no raciocínio 
matemático marca uma clara mudança de nível. São introduzidos 
raciocínios, objetos, modos de pensar de um novo tipo, que não são mais 
apenas cálculos ou deduções lógicas usuais”. O autor refere o facto de os 
conceitos de limite e infinito terem aparecido mais associados à metafísica e 
à filosofia do que à Matemática, o que fez com que os matemáticos 
mostrassem alguma relutância em utilizar estes conceitos. 
o A noção de “infinitamente pequeno”, ou “infinitamente grande” 
Um dos grandes obstáculos associados à história da evolução do conceito de 
limite é a noção de infinitamente pequeno. Vários matemáticos centraram a 
sua atenção nesta questão, como Newton, Euler, D’Alembert e Cauchy. 
Cornu (1983) refere que a noção de infinitamente pequeno constituiu um 
obstáculo ao desenvolvimento da noção de limite, mas, de certa forma, 
constituiu também um fator de progresso, na medida em que “o conceito de 
limite se desenvolveu em parte como reação contra os infinitamente 
pequenos!” (p. 60) 
o O limite é ou não atingido? 
Cornu (1983, pp. 60 – 61) refere que as duas ideias são defendidas por 
diferentes matemáticos, permanecendo esta discussão nos dias de hoje e 
constituindo um obstáculo para os alunos. 
o Outros obstáculos 
Outra ideia que constitui um obstáculo é o facto de se considerar que a 
“convergência é monótona e que não se atinge o limite” (Cornu, 1983, p. 
61). Outro obstáculo consiste na dificuldade em “imaginar que uma soma 
infinita possa ser finita” (Cornu, 1983, p. 61). Por último, Cornu (1983, p. 
61) refere que o facto de duas quantidades tenderem para   e o seu 
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quociente tender para uma quantidade finita também constituiu um 
obstáculo na história do conceito de limite. 
Mas, para além destes obstáculos associados ao próprio conceito de limite, existem ainda 
fatores associados à estrutura mental dos alunos que poderão constituir obstáculos à 
aprendizagem do conceito de limite, tal como nos falam Tall e Vinner (1981) e Cornu 
(1983). 
 
2.2.2. Imagem conceptual e definição do conceito 
Segundo Tall e Vinner (1981), 
muitos conceitos que usamos felizmente não são formalmente definidos, nós 
aprendemos a reconhecê-los através da experiência e utilização em contextos 
apropriados. (…) Neste processo, o conceito é dado como um símbolo ou nome que 
permite a sua comunicação e ajuda na sua manipulação mental. (p. 151) 
“Durante estes processos mentais de lembrar e manipular um conceito, muitos processos 
associados são postos em jogo, consciente e inconscientemente afetando o significado e 
utilização” (Tall & Vinner, 1981, p. 152). No entanto, a estrutura cognitiva total é muito 
mais do que uma imagem mental ou a evocação de um símbolo (Tall & Vinner, 1981, p. 
151). 
O termo “concept image” (que, neste trabalho, traduziremos por imagem conceptual) é 
definido pelos autores “para descrever a estrutura cognitiva total que está associada ao 
conceito, que inclui todas as imagens mentais e propriedades e processos associados” (Tall 
& Vinner, 1981, p. 152). A imagem conceptual é construída ao longo do tempo, através de 
todo o tipo de experiências (Tall & Vinner, 1981, p. 152), estando assim em constante 
evolução (Cornu, 1983, p. 66). 
Tall (1992, p. 3) refere que os conhecimentos anteriores ao contacto com a definição 
formal do conceito influenciam a forma como são construídas as representações mentais do 
mesmo. Os autores esclarecem que, deste modo, “todos os atributos mentais associados a 
um conceito, quer sejam conscientes ou inconscientes, podem ser incluídos na imagem 
conceptual; podem conter sementes de futuro conflito” (p. 152). De facto, segundo Tall e 
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Vinner (1981), em cada momento, os estímulos podem evocar uma ou várias partes da 
imagem conceptual, constituindo, a porção ativa da imagem conceptual, a imagem 
conceptual evocada. Assim, num determinado momento, poderá acontecer serem 
evocadas, ao mesmo tempo, partes da imagem conceptual em conflito. Estas partes da 
imagem conceptual constituem assim potenciais fatores de conflito. Estes fatores não são 
necessariamente invocados numa situação que cause um conflito cognitivo, mas, se tal 
acontecer, serão chamados fatores de conflito cognitivo. Estes fatores de conflito cognitivo 
podem ser evocados inconscientemente, “manifestando-se por uma por uma vaga sensação 
de desconforto” (p. 154). 
Mas, para além da imagem conceptual, Tall e Vinner (1981) definem também “concept 
definition” (que, neste trabalho, traduziremos por definição do conceito). 
A definição do conceito pode ser vista como sendo “uma forma de palavras usadas para 
especificar aquele conceito” (Tall & Vinner, 1981, p. 152). A definição do conceito 
subdivide-se em definição formal do conceito (aquela que é aceite pela comunidade 
matemática em geral) e definição pessoal do conceito. “Para cada indivíduo uma definição 
do conceito origina a sua própria imagem conceptual” (Tall & Vinner, 1981, p. 153), que, 
neste sentido, pode ser designada por imagem da definição do conceito. Deste modo, a 
definição formal do conceito pode ou não fazer parte da imagem conceptual. 
Segundo os mesmos autores, “as imagens conceptuais de limite e continuidade são muito 
suscetíveis de conter fatores de conflito com a definição formal do conceito” (Tall & 
Vinner, 1981, p. 153). Deste modo, Tall e Vinner (1981, p. 154) referem-se ao facto de 
haver discrepâncias entre a imagem conceptual e a definição formal do conceito. Os 
autores prosseguem, referindo que “estes fatores podem dificultar seriamente a 
aprendizagem de uma teoria formal, pois eles podem não se tornar reais fatores de conflito 
cognitivo, a menos que a definição formal do conceito desenvolva uma imagem conceptual 
que possa produzir um conflito cognitivo” (p. 154). Assim, os autores referem alguns 
conflitos cognitivos resultantes de discrepâncias entre a imagem conceptual e a definição 
do conceito de limite de uma função, nomeadamente o facto de, muitas vezes, o conceito 
de limite ser introduzido intuitivamente sem ser dada uma definição formal do conceito. 
Por outro lado, o facto de o conceito de limite ser introduzido aquando do conceito de 
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derivada poderá desenvolver no indivíduo uma imagem conceptual do conceito de limite 
relacionada com uma secante a tender para uma tangente (Tall & Vinner, 1981, p. 160). 
No mesmo artigo, os autores referem alguns conflitos cognitivos associados ao conceito de 
limite de uma sucessão, sendo um deles o facto de, tal como referem Tall e 
Schwarzenberger (1978, p. 5), os alunos considerarem que “     significa que    se 
aproxima de   à medida que   se torna grande, mas na verdade não atinge   no infinito”. 
Tall e Vinner (1981) referem que, do mesmo modo, também no limite de funções, os 
alunos poderão considerar que  ( ) tende para o valor do limite sem o atingir. 
Tall (1992, p. 4) explica que esta interação entre imagens conceptuais, baseadas em 
experiências prévias dos alunos, e novas ideias, resultantes de definições e deduções, 
constituem uma transição para o pensamento matemático avançado. 
Apresenta-se de seguida, um esquema que explica de forma mais resumida as relações 
descritas anteriormente: 
 
Figura 2.4: Síntese sobre a imagem conceptual e sobre a definição do conceito (Rosken & Rolka, 2007, p. 184) 
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2.2.3. Conceções espontâneas e conceções próprias 
Cornu (1983, p. 67) explica-nos que a imagem conceptual não permanece vazia até que o 
aluno tenha um contacto explícito com esse conceito. 
Cornu (1983) refere que Bachelard apresenta inúmeros exemplos de obstáculos: “a 
experiência primeira, o conhecimento geral, o obstáculo verbal, etc…” (p. 31). No trabalho 
de Cornu (1983), é estudada uma variante do obstáculo a que Bachelard chama experiência 
primeira, sob a designação de “conceptions spontanées” (que vamos traduzir, neste 
trabalho, por conceções espontâneas), bem como as barreiras impostas pelas palavras 
utilizadas para descrever o conceito de limite. 
Deste modo, Cornu (1983, p. 67) define conceções espontâneas como sendo “ideias a 
priori, que não são fruto de um ensino organizado”. O autor explica que estas conceções 
espontâneas surgem de diversas situações do dia-a-dia ou são induzidas por outras partes 
da matemática. Cornu (1983, pp. 67 – 68) refere ainda que estas conceções espontâneas 
não desaparecem quando é dada a conhecer, aos alunos, a definição do conceito, 
persistindo sobre as conceções “matemáticas” que lhes são ensinadas. Assim, o autor 
estudou as conceções espontâneas dos alunos relativas ao conceito de limite. 
Mas, Cornu (1983) faz também referência às “conceptions propres” (que, neste trabalho, 
iremos traduzir por conceções próprias), que resultam das conceções espontâneas e dos 
ensinamentos recebidos, constituindo, desta forma, um conjunto com uma determinada 
estrutura e lógica. Deste modo, Cornu (1983, p. 69) associa a noção de conceção própria à 
noção de imagem conceptual, definida por Tall e Vinner (1981). 
Cornu (1983) refere que 
as conceções próprias contêm simultaneamente as imagens mentais, as 
representações, as palavras ligadas ao conceito, mas também as definições, as 
propriedades, os “teoremas” (por vezes falsos…), os processos, os algoritmos, os 
exemplos. As conceções próprias podem comportar contradições, que não 
aparecem necessariamente, se os elementos contraditórios não são mobilizados 
simultaneamente. (p. 69) 
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Cornu (1983, p. 69) refere ainda que as conceções espontâneas podem ser identificadas no 
vocabulário que o aluno utiliza e na sua utilização aquando de situações específicas, 
nomeadamente, na resolução de exercícios. Assim, segundo Cornu (1983), 
o objetivo do ensino não é apenas dar uma teoria sem defeitos, da definição às 
aplicações. O ensino deve agir sobre as conceções próprias, e transformá-las de 
modo a torná-las aptas à resolução de vários problemas, e a fazer desaparecer as 
contradições. (p. 70) 
Cornu (1983) refere ainda que 
o aluno, mesmo munido da definição matemática, faz apelo às suas conceções 
anteriores, às suas conceções espontâneas, assim que ele põe em ação a noção de 
limite. As conceções espontâneas, as ideias a priori, misturam-se com a noção tal e 
qual ela é ensinada, para dar lugar no espírito do aluno a conceções às quais ele fará 
doravante referência: as suas conceções próprias. (p. 111) 
Relativamente às conceções espontâneas, Cornu (1983), no primeiro teste aplicado no seu 
estudo, concluiu que a palavra “limite” designa algo estático, fixo: 
 “limite geográfico (fronteira) 
 limite a não ultrapassar (restrição, natural ou imposta) 
 terminal que somos proibidos de ultrapassar 
 limite impossível de atingir 
 limite impossível de ultrapassar” (p. 79). 
Já no segundo teste, encontrou as mesmas conceções que no primeiro, mas, as frases 
escritas pelos alunos estavam num contexto mais relacionado com a Matemática. O autor 
atribui este facto às questões anteriores, que poderão ter induzido as produções dos alunos 
(Cornu, 1983, pp. 103 – 104). Assim, as categorias encontradas são as seguintes: 
 “o limite é muitas vezes um terminal, uma fronteira 
 como terminal, o limite é intransponível 
 podemos tentar aproximar-nos do limite. Para alguns alunos, podemos atingir o 
limite; para outros, não podemos 
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 parece que a conceção de limite entre alguns alunos é muito próxima da noção de 
limite superior ou de limite inferior” 
(Cornu, 1983, p. 104). 
Em 1981, Cornu referiu que, para os alunos, o termo limite 
quase sempre significa algo estático, um limite geográfico fixo, limite a não 
exceder (moral ou regulamentar), fronteira que não se pode ultrapassar “os limites 
da condição humana…”. Há a noção de dificuldade de atingir o limite, e portanto a 
noção de “se aproximar indefinidamente”. Por vezes, o limite é o que separa duas 
coisas: a fronteira entre um campo de trigo e um campo de milho, o número   é o 
limite entre o positivo e o negativo. Mas na maioria das vezes, o limite é o fim: não 
há nada do outro lado. (pp. 3 – 4) 
Deste modo, o autor apresenta quatro modelos principais sobre a noção de limite: 
 “Modelo  : um limite é intransponível, é uma fronteira 
 Modelo  : o modelo que para alguns alunos coincide com a noção de extremo 
superior ou de extremo inferior 
 Modelo  : o limite pode ser alcançado 
 Modelo  : o limite é impossível de alcançar” 
(Cornu, 1981, p. 4). 
O autor refere ainda que o modelo predominante entre os alunos é o modelo  , relativo à 
intransponibilidade do limite, o que poderá trazer consequências para a atividade 
matemática. Neste mesmo artigo, o autor refere que, para muitos destes alunos, a noção de 
limite não contém qualquer ideia de variação, de movimento, de aproximação a este limite. 
Por outro lado, o autor verifica que as conceções relativas ao conceito de limite são as 
mesmas para alunos de níveis de escolaridade mais elevados. (Cornu, 1981, p. 4) 
Williams (1991) apresenta também algumas conceções relativas ao conceito de limite, 
referindo que “as conceções de limite são muitas vezes confundidas com questões sobre se 
uma função pode atingir o seu limite, se um limite é na verdade uma fronteira, se os limites 
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são processos dinâmicos ou objetos estáticos, e se os limites estão intrinsecamente ligados 
a conceções de movimento” (p. 219). 
 
2.2.4. Outras dificuldades associadas ao conceito de limite 
Jordaan (2005, p. 25), citando Thabane (1998, p. 65) e Laridon (1992, p. 398), refere que, 
muitas vezes, os alunos consideram o limite como sendo a imagem da função no ponto 
onde se quer calcular o limite. Deste modo, surgem situações em que os alunos referem 
não existir limite, porque a função não está definida no ponto considerado. Por outro lado, 
é referido o facto de os alunos apenas terem em conta os aspetos de manipulação algébrica, 
o que, segundo Bezuidenhot (2001), não promove a compreensão do conceito. 
Tall (1992, p. 11) alerta-nos também para a utilização de algumas palavras e expressões 
associadas ao conceito de limite. Expressões como “tende para”, “aproxima” ou “fica mais 
próximo de” têm significados, na linguagem corrente, diferentes dos seus significados 
matemáticos. Deste modo, o autor defende que a utilização de palavras do quotidiano, no 
sentido de “simplificar” o conceito de limite, poderá ser uma fonte de conflito. 
Cornu (1983, pp. 76 – 78) esclarece, por exemplo, o significado de “tende para”, através de 
um estudo realizado com alunos em França. O autor pediu aos alunos que escrevessem 
frases, onde estivesse presente a expressão “tende para”. Numa primeira fase, o autor 
refere não lhe parecer que esta expressão faça parte do vocabulário usual dos alunos, uma 
vez que as frases apresentadas são um pouco forçadas. O autor acrescenta que, por vezes, 
os alunos utilizam a expressão pedida, na substituição de outras como “ter tendência para”, 
“levar a” ou “parecer-se com”. 
Deste modo, vários significados da expressão “tender para” são distinguidos por Cornu 
(1983, pp. 76 – 77). Vejamos: 
 “tendência a parecer-se com” (p. 76), que não denota variação. Segundo o autor, 
neste tipo de significação, aparecem muitas frases relacionadas com cores, 
salientando a sua semelhança; 
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 “tendência a aproximar-se de” (p. 77), que denota a ideia de evolução, de 
semelhança. No entanto, não quer dizer que o objetivo de que nos aproximamos 
seja atingido; 
 “aproximação inexorável a um objetivo, a um fim” (p. 77); 
 “tensão, esforço, em vista de qualquer coisa” (p. 77); 
 “chegar a”, no sentido de “a mãe chega ao filho um jogo” (p. 77); 
Em jeito de conclusão, Cornu (1983, p. 78) refere o facto de, em todas estas significações, 
estar presente a ideia de que o objetivo para o qual se tende não é atingido, ou é difícil de 
atingir. 
 
2.2.5. As dificuldades inerentes às situações de indeterminação 
Mas, para além das dificuldades associadas ao conceito de limite, surgem também algumas 
dificuldades, aos alunos, no cálculo de limites, nomeadamente, no cálculo de limites que 
conduzem a situações de indeterminação. 
Maurice (2005) realizou um estudo sobre as ideias que os alunos têm no que diz respeito 
ao comportamento de funções e às indeterminações. Uma situação de indeterminação é, 
segundo a autora, “uma situação onde o cálculo do limite não consiste em simples 
avaliação da função, mas requer transformações algébricas da função” (p. 2). Assim, a 
autora pretende, neste trabalho, explicar as ideias erróneas dos alunos no que diz respeito 
ao comportamento de funções e às situações de indeterminação, tendo em conta as suas 
conceções sobre “infinito, zero, divisão por zero e limite” (p. 4). 
A autora refere que, para os alunos, o termo “indeterminado” é assimilado como 
“impossível”, pois os alunos referem, erradamente, que 
 
 
         é uma forma 
indeterminada, porque a divisão por zero é impossível. O mesmo se passa com a forma 
 
 
, 
que os alunos referem não existir ou ser impossível. (Maurice, 2005, p. 15) 
Assim, Maurice (2005) conclui que expressões como “não existe”, “impossível”, 
“indeterminado” e “não definido” fazem parte do que a autora chama “underground 
terms”, “porque não sugerem nada na mente dos alunos” (p. 15) e estes os utilizam de 
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forma indistinta, devido ao seu significado no senso comum. Uma outra conclusão prende-
se com o facto de os alunos associarem o termo “indeterminação” ao termo 
“aproximação”, uma vez que, segundo a autora, a sua conceção de limite consiste na noção 
de aproximação. Esta associação é feita com base nos seus conhecimentos prévios, uma 
vez que “a aproximação é uma ação matemática que indica um resultado impreciso, 
indeterminado” (p. 15). 
Maurice (2005, p. 16) refere ainda que o termo “indeterminação” pode ser associado à 
conceção de infinito. A autora defende que a ideia de indeterminação, bem como o 
conceito de infinito são mal definidos e, portanto, os alunos tentam compensar estas falhas, 
apoiando-se quer na matemática (em conceitos próximos dos pretendidos), quer no senso 
comum. 
Em síntese, a autora refere que as ideias erróneas, para além de se basearem na conceção 
de divisão por zero e na conceção de infinito, também se baseiam na conceção de zero e na 
interpretação do operador envolvido nas formas indeterminadas. Assim, os alunos 
consideram, por exemplo, que “
 
 
 é indeterminado porque zero não é nada (…); 
 
 
 é 
indeterminado porque zero não é nada (…);     e 
 
 
 são determinadas porque estas 
formas dão   ou  ” (Maurice, 2005, p. 16). 
No que diz respeito ao facto de os alunos considerarem que zero não é nada, a autora 
defende que esta ideia poderá provir da noção de zero mais comum, no nosso quotidiano. 
Por outro lado, relativamente ao símbolo 
 
 
, a autora refere que os alunos não têm 
capacidade de avaliar, simultaneamente, o operador envolvido e o significado de cada um 
dos símbolos presentes. (Maurice, 2005, p. 17) 
 
2.2.6. O conceito de infinito 
A ideia de infinito é algo que muito perturbou os matemáticos ao longo da História. 
Segundo Silva e Paulo (1963, p.180), a forma mais simples de infinito surge na sequência 
dos números naturais. Segundo os mesmos autores, “etimològicamente [sic], a palavra 
«infinito» significa «não acabado»”. Estamos assim, perante, o chamado infinito potencial. 
De facto, a ideia que temos da sequência dos números naturais é que é uma lista inacabada: 
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se considerarmos um determinado elemento   como último, podemos sempre acrescentar 
um novo,     (Silva & Paulo, 1963, p. 180). 
O conceito de infinito está muito associado à filosofia e, como tal, Silva e Paulo (1963) 
esclarecem, em termos filosóficos, o significado de potencial ou em potência e de atual ou 
em ato: 
Em linguagem filosófica, diz-se potencial ou em potência tudo que não está ainda 
completamente realizado (tal como a estátua no bloco de mármore, antes de ser 
explicitada pelo escultor); e diz-se actual ou em acto o que já se encontra 
totalmente realizado. (p. 180) 
Também Tall (1992) ressalta a ideia de que, historicamente, o conceito de infinito surgiu 
pela mão dos filósofos, que distinguiram entre infinito potencial e infinito atual. O autor 
refere que, atualmente, “o infinito atual é interpretado utilizando a teoria de números 
cardinais de Cantor em termos de correspondências um-um entre conjuntos. Um conjunto 
infinito é aquele que pode ser colocado em correspondência um-um com um subconjunto 
próprio” (p. 16). No entanto, segundo Tall (1992, p. 16), vários estudos têm sido realizados 
com base na inconsistência entre o “infinito cardinal de Cantor” e as “nossas intuições”, 
nomeadamente, no que diz respeito ao facto de um conjunto ter o mesmo número de 
elementos que um seu subconjunto próprio. 
Tall (1992) refere ainda o facto de a noção de infinito atual poder subdividir-se em várias 
noções: 
infinito cardinal (extensão da noção de contagem através da comparação de 
conjuntos – a forma de infinito favorita dos matemáticos), infinito ordinal (o 
conceito proposto por Cantor em termos de comparação de conjuntos ordenados) e 
infinito não-standard (generalização da noção de medição dos números reais para 
um conjunto ordenado maior). (p. 17) 
Ao infinito não-standard, o autor também chama infinito de medição (Tall, 1992, p. 17). 
Tall (1992, p. 17) refere que o “símbolo  , usado em frases como “o limite quando   
tende para ”, representa a ideia de infinito potencial”. 
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Em 1980, o autor realizou um estudo, onde se apercebeu que alguns alunos extrapolavam 
os seus conhecimentos de aritmética para o infinito, considerando infinitos de diferentes 
tamanhos, o que nos remete para uma noção de infinito de medição. Tall (1992) refere 
ainda trabalhos de outros autores sobre o conceito de infinito e sobre os conflitos a si 
associados. Fischbein et al. (1979, citados por Tall, 1992) aperceberam-se, através de um 
estudo envolvendo o cálculo de limites, que o infinito potencial, utilizado no processo de 
limite, leva ao conceito de infinito de medição. Sierpinska (1987, citada por Tall, 1992) 
realizou um estudo com alunos de 16 anos e distinguiu três formas diferentes de os alunos 
compreenderem o conceito de infinito: 
 inconsciente (“dizem “infinito”, mas pensam “muito grande”” (Tall, 1992, p. 18)) 
 consciente (“o infinito é algo metafísico, difícil de perceber com definições 
precisas” (Tall, 1992, p. 18)) 
 cinético (“a ideia de infinito (…) está associada à ideia de tempo” (Tall, 1992, p. 
18)). 
 
2.2.7. O limite como processo e objeto – Procept 
Jordaan (2005) refere que vários autores têm estudado os aspetos processual e estrutural 
dos conceitos matemáticos e esclarece que “ideias abstratas, tais como limite, podem ser 
concebidas operacionalmente como processos ou estruturalmente como objetos” (p. 21). 
Gray e Tall (1994) colocam a hipótese de que o “pensador matemático bem-sucedido 
utiliza uma estrutura mental que é uma amálgama de processo e conceito” (p. 2), à qual os 
autores chamam procept. Os autores começam por se referir às noções de “processo” e 
“procedimento”, defendendo que “é útil distinguir entre a noção de processo, que é a 
intenção geral de ser executado, e o método particular utilizado por um indivíduo num 
determinado tempo que podemos chamar procedimento” (p. 3). Segundo os mesmos 
autores, cada um dos processos matemáticos “pode ser executado por procedimentos 
individuais, que podem ser o resultado de ação mecânica, de rotina algorítmica ou de 
comportamento idiossincrático” (p. 3). Mais tarde, os autores referem que utilizarão o 
termo “procedimento”, no sentido dado por Davis (1983, p. 257) “para referir um 
algoritmo específico para implementar um processo” (citado por Gray & Tall, 1994, p. 2). 
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Os autores prosseguem, referindo-se a uma dicotomia entre procedimento e conceito, ou 
por outras palavras, “coisas para fazer” e “coisas para saber”, respetivamente. Por outro 
lado, Gray e Tall (1994, pp. 2 – 3) referem que há evidências de que os procedimentos 
desempenham um papel subtil na formação dos conceitos, ajudando à construção de 
objetos mentais. 
Gray e Tall (1994, p. 4) referem ainda a importância dos símbolos em Matemática. No 
entanto, citando Cockeroft (1982), referem que estes podem ser a força, mas também a 
fraqueza da comunicação matemática, salientando ainda que “o simbolismo matemático é 
uma importante fonte tanto de sucesso como de dificuldade no ensino da matemática” 
(Gray & Tall, 1994, p. 4). No que diz respeito à comunicação matemática, os autores 
referem ainda a possibilidade de os símbolos serem lidos, escritos, falados e ouvidos (Gray 
& Tall, 1992, p. 4). 
De facto, a ideia de procept está associada ao simbolismo matemático. Os matemáticos 
utilizam, muitas vezes, a mesma notação para representar o processo e o produto desse 
processo. No entanto, os autores consideram esta ambiguidade do simbolismo possa ser 
utilizada, desde que se tenha sempre em conta a distinção entre processo e conceito (Gray 
& Tall, 1994, p. 6). Deste modo, Gray e Tall (1994) definem procept elementar como 
sendo uma “amálgama de conceito e processo representado pelo mesmo símbolo” (p. 6). 
Os componentes desta amálgama são “um processo que produz o objeto matemático, e um 
símbolo que é usado para representar quer o processo, quer o objeto” (Gray & Tall, 1994, 
p. 6). No entanto, os autores quiseram também ter em conta a variedade de símbolos 
utilizados para representar um mesmo objeto, definindo, deste modo, procept como sendo 
“uma coleção de procepts elementares que têm o mesmo objeto” (Gray & Tall, 1994, p. 6). 
Consequentemente, um procept elementar é visto como o primeiro estágio de um procept. 
Os autores referem-se ainda ao pensamento proceptual como sendo “a habilidade de 
manipular o simbolismo flexivelmente como processo ou conceito, trocando livremente 
diferentes simbolismos para o mesmo objeto” (Gray & Tall, 1994, p. 7). Um procept é um 
tipo de conceito especial, conhecido inicialmente como procedimento, sendo depois 
introduzida uma notação para representar o produto desse procedimento. Este simbolismo 
assume então o papel de procedimento e de produto (Gray & Tall, 1992, p. 4). 
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Referindo-se ao conceito de soma, os autores referem que os diferentes procedimentos que 
surgem se transformam em algo com particular interesse quando nos voltamos para o 
processo de adição e o seu conceito relacionado de soma. Deste modo, por exemplo, o 
símbolo ““   ” indica tanto o processo de contagem como o produto desse processo: o 
número  ” (Gray & Tall, 1992, p. 3). 
No que diz respeito ao limite de uma função num ponto, “a notação    
   
 ( ) representa 
tanto o processo de tender para um limite como o conceito do valor do limite” (Gray & 
Tall, 1992a, p. 3). Deste modo, “o conceito de limite é também um procept, mas de uma 
espécie ligeiramente diferente” (Gray & Tall, 1994, p. 23). O facto de não haver um 
procedimento explícito para o cálculo do limite causa problemas aos alunos (Gray & Tall, 
1994; Cornu, 1981, 1983). No seguimento desta conclusão, Gray e Tall (1994) referem que 
a noção de um procept para o qual o processo não tem procedimento explícito causa 
dificuldades aos alunos porque parece violar as suas intuições (que foram 
construídas a partir de experiência anterior, incluindo aritmética onde os processos 
têm procedimentos de cálculo explícitos). (p. 23) 
“A ambiguidade de processo e produto representada pela noção de procept proporciona 
uma forma mais natural de desenvolvimento cognitivo que dá um enorme poder aos mais 
hábeis” (Gray & Tall, 1994, p. 24). 
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2.3. Perspetiva Ontosemiótica do Ensino e Aprendizagem da 
Matemática 
Neste subcapítulo, apresentam-se as facetas e níveis de análise de processos de ensino e 
aprendizagem da Matemática, inseridos no enfoque ontosemiótico, focando a nossa 
atenção na teoria da adequação didática, que constitui um dos níveis de análise deste 
enfoque. 
2.3.1. Facetas e Níveis de Análise 
Godino (2009) explica que o Enfoque Ontosemiótico é um marco teórico que pretende 
articular diferentes pontos de vista sobre o conhecimento matemático, o seu ensino e a sua 
aprendizagem. 
De facto, segundo Godino, Batanero e Font (2008), muitos trabalhos têm sido realizados, 
no sentido de desenvolver programas de investigação em Didática da Matemática mas, se 
por um lado, é importante que haja diversidade, por outro lado, é 
necessário e possível construir um enfoque unificado da cognição e instrução 
matemática que permita superar os dilemas existentes entre os diversos paradigmas 
que competem entre si: realismo-pragmatismo, cognição individual-institucional, 
construtivismo-condutismo, etc. Para isto é necessário dispor de algumas 
ferramentas conceptuais e metodológicas de disciplinas holísticas, como a 
Semiótica, a Antropologia e a Ecologia, articuladas de maneira coerente com 
disciplinas como a psicologia e a pedagogia, que tradicionalmente foram o ponto de 
referência imediato para a Didática da Matemática. (p. 9) 
Neste artigo, os autores explicam o processo decorrido entre a ideia da integração de várias 
perspetivas da Didática da Matemática até chegarem ao Enfoque Ontosemiótico. Este é, 
segundo os autores, “um modelo unificado da cognição e instrução matemática” (Godino, 
Batanero & Font, 2008, p. 11). 
Segundo Godino (2009) estão incluídos, neste enfoque, vários modelos: 
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 “Um modelo epistemológico sobre a matemática, baseado em pressupostos 
antropológicos/socioculturais” (p. 20); 
 “Um modelo de cognição matemática sobre bases semióticas” (p. 20); 
 “Um modelo instrucional sobre bases sócioconstrutivistas” (p. 20); 
 “Um modelo sistémico-ecológico que relaciona as dimensões anteriores entre si 
com o fundo biológico, material e sociocultural, em que tem lugar a atividade de 
estudo e comunicação matemática” (p. 20). 
Segundo Godino, Batanero e Font (2008), numa primeira fase, consideraram apenas a 
“análise epistémica e cognitiva (dimensões institucional e pessoal do conhecimento 
matemático)” (p. 10). No entanto, verificaram que não se deve interpretar apenas as 
entidades conceptuais, mas também “as situações problemáticas e os meios expressivos e 
argumentativos que desencadeiam processos interpretativos” (p. 10). Assim, chegaram à 
conclusão que se deve fazer uma abordagem mais profunda às relações existentes entre o 
pensamento, a linguagem matemática e as situações-problema. Deste modo, 
desenvolveram “uma ontologia e uma semiótica específicas que estudem os processos de 
interpretação dos sistemas de sinais matemáticos postos em jogo na interação didática” (p. 
10). 
Apesar de estas serem questões centrais em várias áreas do conhecimento (semiótica, 
epistemologia e psicologia), os autores estudaram-nas do ponto de vista da Didática da 
Matemática, ampliando os resultados de investigações anteriores sobre os significados 
institucionais e pessoais, mas também completando com a ideia da função semiótica e da 
ontologia matemática (Godino, Batanero & Font, 2008, pp. 3 – 4). 
Este modelo é-nos apresentado como um modelo poliédrico, que engloba várias facetas de 
análise do processo de ensino e aprendizagem da Matemática, como mostra a seguinte 
figura, aliadas a “diferentes níveis de análise, de acordo com o tipo de informação 
necessária para tomar decisões fundamentadas sobre a instrução” (Godino, 2009, p. 20). 
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Figura 2.5: Facetas e níveis de análise didática (Godino, 2009, p. 21) 
As várias facetas são: 
 “Epistémica: Conhecimentos matemáticos relativos ao contexto institucional em 
que se realiza o processo de estudo e a distribuição no tempo dos diversos 
componentes do conteúdo (problemas, linguagens, procedimentos, definições, 
propriedades, argumentos); 
 Cognitiva: Conhecimentos pessoais dos alunos e progressão das aprendizagens; 
 Afetiva: Estados afetivos (atitudes, emoções, crenças, valores) de cada aluno em 
relação aos objetos matemáticos e ao processo de estudo seguido; 
 Mediacional: Recursos tecnológicos e atribuição do tempo às diferentes ações e 
processos; 
 Interacional: Padrões de interação entre o professor e os alunos e a sua 
sequenciação orientada para a fixação e negociação dos significados; 
 Ecológica: Sistema de relações com o ambiente social, político, económico, … que 
suporta e condiciona o processo de estudo” 
(Godino, 2009, p. 21). 
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Os vários níveis de análise são: 
 “Práticas matemáticas e didáticas. Descrição das ações realizadas para resolver as 
tarefas matemáticas propostas para contextualizar os conteúdos e promover a 
aprendizagem. Também se descrevem as linhas gerais de atuação do docente e 
discentes. 
 Configurações de objetos e processos (matemáticos e didáticos). Descrição de 
objetos e processos matemáticos que intervêm na realização das práticas, assim 
como os que emergem delas. A finalidade deste nível é descrever a complexidade 
de objetos e significados das práticas matemáticas e didáticas como fator 
explicativo dos conflitos na sua realização e da progressão na aprendizagem. 
 Normas e metanormas. Identificação do conjunto de regras, hábitos, normas que 
condicionam um processo de estudo e afetam cada faceta e as suas interações. 
 Adequação. Identificação de potenciais melhorias do processo de estudo que 
aumentem a adequação didática” 
(Godino, 2009, pp. 21 – 22). 
 
2.3.2. Componentes da Adequação Didática 
Tal como já referi, um dos níveis de análise deste enfoque é a adequação didática, que, 
segundo Godino (2011), permite elaborar uma teoria sobre a planificação, “para orientar os 
processos de ensino e aprendizagem da Matemática e de outras áreas curriculares” (p. 3). O 
autor esclarece que, quando se refere a instrução, refere-se “à articulação entre as 
atividades de ensino e aprendizagem dirigidas para uns fins educativos específicos, 
condicionadas por restrições do contexto e apoiadas no uso de determinados meios 
tecnológicos” (Godino, 2011, p. 3). 
Segundo o autor, a adequação didática e suas dimensões foram incluídas no enfoque 
ontosemiótico, no sentido de se passar de uma “didática descritiva-explicativa para uma 
didática normativa, isto é, uma didática que se oriente para a intervenção efetiva na aula” 
(Godino, 2011, p. 5). 
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Além disso, Godino (2009) apresenta um guia sobre o conhecimento matemático-didático 
do professor de Matemática, que pode ser utilizado para “(i) a avaliação de situações 
introdutórias em processos formativos para o desenvolvimento de competências 
profissionais, (ii) como “questionário” de autoavaliação e reflexão do professor sobre 
aspetos relevantes da sua própria prática, e (iii) como instrumento de um avaliador externo 
para avaliar um processo de estudo implementado” (p. 25). O autor refere que esta 
estratégia de reflexão e avaliação pode ser importante na formação inicial de professores, 
no sentido de os fazer refletir acerca da sua prática e os levar a melhorar cada vez mais a 
adequação didática. Assim, a noção de adequação didática “pode ser o ponto de partida de 
uma teoria da instrução matemática orientada para a melhoria progressiva do ensino” 
(Godino, 2011, p. 1). 
Apresento, de seguida, mais pormenorizadamente, a noção de adequação didática 
(representada na figura) e cada uma das suas componentes. 
 
Figura 2.6: Adequação didática (Godino, Batanero & Font, 2008, p. 24) 
Atingir uma alta adequação didática é um processo complexo, uma vez que estão 
envolvidas várias componentes não diretamente observáveis. Deste modo, é necessário 
haver indicadores de adequação didática. 
 
MEDIACIONAL 
(Disponibilidade) 
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As várias componentes da adequação didática, segundo Godino (2011), são: 
 Adequação epistémica está relacionada com “a medida em que os significados 
institucionais implementados (ou pretendidos) representam bem um significado de 
referência” (p. 8). O significado de referência diz respeito ao “nível educativo em 
que tem lugar o processo de estudo e deverá ser elaborado tendo em conta os 
diversos tipos de problemas e contextos de uso do conteúdo objeto de ensino, 
assim como as práticas operativas e discursivas requeridas” (p. 8). 
O autor propõe, como forma de atingir uma alta adequação epistémica, a utilização 
de situações-problema ou tarefas ricas, mas também a uma boa articulação entre as 
várias formas de representação ou meios de expressão. Por outro lado, estas tarefas 
devem proporcionar aos alunos várias formas de abordagem, várias formas de 
representação, devem levá-los a conjeturar, a interpretar, a generalizar e a justificar 
as soluções. Mas, para além disto, o autor refere ainda as conexões matemáticas. 
 Adequação cognitiva está relacionada com “o grau em que os significados 
pretendidos/implementados estão na zona de desenvolvimento potencial dos 
alunos, assim como a proximidade dos significados pessoais alcançados aos 
significados pretendidos/implementados” (p. 5). Para que a adequação cognitiva 
seja atingida, segundo o mesmo autor, os alunos deverão apropriar-se dos 
significados institucionais pretendidos, “mediante a participação na comunidade de 
práticas gerada na aula” (p. 10). Deste modo, deverá haver uma aproximação cada 
vez maior entre os significados pessoais iniciais dos alunos e os significados 
institucionais planificados. 
 Adequação afetiva está relacionada com o “grau de implicação, interesse e 
motivação dos alunos” (p. 10). Segundo este autor, a resolução de problemas 
envolve, para além das “práticas operativas e discursivas”, a mobilização de 
“crenças, atitudes, emoções ou valores” que condicionam, de certa forma, a 
resposta cognitiva requerida (p. 11). 
 Adequação interacional “é o grau em que os modos de interação permitem 
identificar e resolver conflitos de significado, favorecem a aprendizagem e o 
desenvolvimento de competências comunicativas” (p. 11). Assim, os indicadores 
desta dimensão da adequação didática baseiam-se nas interações professor-aluno e 
aluno-aluno. O autor, invocando o socioconstrutivismo, valoriza os momentos em 
 56 
 
que os alunos assumem a responsabilidade da aprendizagem, ressaltando a 
importância do diálogo na sala de aula. 
O autor refere ainda que as interações entre os alunos poderão conduzir a 
momentos de reflexão a partir do que os pares dizem, permitindo assim o alcance 
de níveis de compreensão mais elevados. “A negociação explícita, a intervenção, a 
discussão, a cooperação e a avaliação são elementos essenciais num processo de 
aprendizagem construtivo em que os métodos informais do aluno são usados como 
uma plataforma para alcançar os métodos formais. Nesta instrução interativa, os 
alunos são estimulados a explicar, justificar, concordar e discordar, questionar 
alternativas e refletir (Van den Heuvel-Panhuizen & Wijers, 2005: 290)” (p. 12). 
Assim, o professor deverá guiar os alunos, mas deixá-los pensar por si próprios e 
mostrar-lhes que têm um papel determinante no processo de aprendizagem. 
 Adequação mediacional é o “grau de disponibilidade e dos recursos materiais e 
temporais para o desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem” (p. 13). 
Na ótica de Godino (2011), citando o NCTM (2000), a tecnologia, se for 
devidamente utilizada, poderá influenciar positivamente o processo de ensino e 
aprendizagem, ajudando mesmo no desenvolvimento da compreensão dos alunos e 
na estimulação do seu interesse. 
 Adequação ecológica é o “grau em que um plano ou ação formativa para aprender 
Matemática é adequado dentro do contexto em que se utiliza” (p. 14). No fundo, a 
adequação ecológica está relacionada com todas as condicionantes externas ao 
processo de ensino e aprendizagem e que o influenciam. 
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3. Unidade de Ensino: Teoria de Limites 
Neste capítulo, apresenta-se a planificação da unidade de ensino: Teoria de Limites, no que 
diz respeito ao conceito de limite de uma função real de variável real, regras operatórias 
sobre limites de funções e situações de indeterminação, referindo os princípios gerais que 
serviram de base a esta planificação, de acordo com o Programa de Matemática A do 
Ensino Secundário. Apresenta-se também o contributo de professores com experiência no 
Ensino Secundário e a trajetória didática desenhada para o ensino e aprendizagem do 
conceito de limite. 
3.1. Princípios Gerais 
Esta unidade de ensino insere-se no tema “Introdução ao Cálculo Diferencial II”, do 
Programa de Matemática A do 12º ano. 
O Programa de Matemática A tem “como pressuposto ser o estudante agente da sua própria 
aprendizagem” (Silva et al., 2001, p. 10). Assim, deve ser adotada uma metodologia em 
que: 
 “os conceitos são construídos a partir da experiência de cada um e de situações 
concretas; 
 os conceitos são abordados sob diferentes pontos de vista e progressivos níveis de 
rigor e formalização; 
 se estabelece maior ligação da Matemática com a vida real, com a tecnologia e com 
as questões abordadas noutras disciplinas, ajudando a enquadrar o conhecimento 
numa perspectiva histórico-cultural” 
(Silva et al., 2001, p. 10). 
Deste modo, pretende-se desenvolver o pensamento científico do aluno, levá-lo “a intuir, 
conjecturar, experimentar, provar, avaliar”, bem como reforçar as “atitudes de autonomia e 
de cooperação”. O professor deve, assim, encontrar o equilíbrio entre o trabalho do aluno 
(tendo também em conta as formas de trabalho do aluno) e “a sua própria intervenção: 
dinamizando, questionando, fazendo sínteses, facultando informação”. (Silva et al., 2001, 
p. 10) 
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Assim, neste trabalho, optou-se por uma metodologia assente em tarefas exploratórias, que 
permitem aos alunos intuir, conjeturar, experimentar, sendo depois realizadas discussões 
na turma, num clima de perguntas e respostas do professor e dos alunos, havendo, 
posteriormente, lugar a momentos de síntese e formalização dos conceitos, seguidos de 
tarefas de aplicação dos mesmos. 
Segundo Ponte (2005), 
a realização de tarefas abertas, de carácter exploratório e investigativo é um 
elemento marcante neste tipo de ensino, mas importância idêntica assumem os 
momentos de discussão em que os alunos apresentam o seu trabalho, relatam as 
suas conjecturas e conclusões, apresentam as suas justificações e questionam-se uns 
aos outros e que o professor aproveita para procurar que se clarifiquem os conceitos 
e procedimentos, se avalie o valor dos argumentos e se estabeleçam conexões 
dentro e fora da Matemática. Os momentos de discussão constituem, assim, 
oportunidades fundamentais para negociação de significados matemáticos e 
construção de novo conhecimento. (p. 16) 
Este trabalho, tal como já foi referido, tem como principal finalidade perceber quais as 
principais dificuldades de alunos do 12º ano, no que diz respeito ao conceito de limite e às 
situações de indeterminação que surgem no cálculo de limites. Para isso, será formalizado 
o conceito de limite, recorrendo à definição de limite de uma função, segundo Heine, e 
serão desenvolvidas algumas técnicas de cálculo de limites. 
De acordo com o Programa de Matemática A do Ensino Secundário, no 12º ano, deve ser 
feita uma aproximação gradual do conceito de limite, depois de uma abordagem intuitiva, 
baseada na representação gráfica e numérica de funções, nos 10º e 11º anos (tal como já foi 
referido). O principal objetivo do tema “Introdução ao Cálculo Diferencial II” é estudar 
“de forma mais rigorosa conceitos já utilizados antes de forma intuitiva” (Silva et al., 
2002a, p. 4), incluindo-se nestes conceitos, o conceito de limite. Assim, o conceito de 
limite de uma função deve ser formalizado através da definição de Heine, deverá informar-
se os alunos sobre as propriedades operatórias sobre limites, bem como sobre os limites 
notáveis. Por outro lado, no Programa de Matemática A do 12º ano, é ainda defendido que 
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as indeterminações devem ser referidas como forma de “mostrar as limitações dos 
teoremas operatórios” (Silva et al., 2002, p.5). 
No que diz respeito ao estudo das funções reais, na introdução do Programa, é referido que 
“a abordagem das funções reais considerará sempre estudos dos diferentes pontos de vista 
– gráfico, numérico e algébrico – sobre tipos simples de funções” (Silva et al., 2001, p. 2) e 
é também neste grande tema que, segundo o Programa, é realizada uma abordagem ao 
cálculo de limites. 
Também o NCTM (2008) ressalta a importância dos vários tipos de representação, 
referindo que “a representação é predominante na Álgebra. Os gráficos transmitem certos 
tipos de informação visual, enquanto as expressões simbólicas poderão ser mais facilmente 
manipuladas, analisadas e transformadas” (p. 422). 
Blázquez e Ortega (2001) referem que 
Castro e Castro (1977) fazem uma revisão bibliográfica sobre a noção de 
representação e mostram como para pensar e raciocinar sobre ideias matemáticas é 
necessário fazer representações internas das mesmas (para que assim a mente possa 
operar sobre elas), ainda que para comunicar estas ideias sejam necessárias 
representações externas das mesmas por meio de símbolos. Segundo Duval (1993) 
as primeiras desenvolvem-se ao interiorizar as segundas e a diversificação de 
representações do mesmo objeto ou conceito aumenta a capacidade cognitiva dos 
sujeitos sobre esse objeto ou conceito. (p. 220) 
Blázquez e Ortega (2001) consideram, para o conceito de limite, quatro sistemas de 
representação: verbal, numérico, gráfico e algébrico, uma vez que este conceito provém do 
conceito de função. Todas estas formas de representação têm vantagens e desvantagens e 
fornecem mais um ou outro tipo de informação do que as restantes. Assim, o aluno deverá 
analisar as várias formas de representação, retirar informação de cada uma delas e 
relacioná-las. 
Segundo Silva et al. (2001), 
um conceito matemático pode estar completa e rigorosamente compreendido 
expresso em linguagem natural ou em linguagem ordinária, que é uma mistura de 
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linguagem natural, simbologia lógica e matemática. A escrita simbólica das 
proposições matemáticas há-de aparecer, se possível naturalmente, para efeitos de 
precisão, condensação, economia e clareza de exposição. (p. 19) 
Neste trabalho, para além das diretrizes do Programa no que diz respeito ao tema das 
Funções e do Cálculo Diferencial, foram também tidos em conta aspetos relacionados com 
os Temas Transversais do Programa: 
 Comunicação Matemática, que “deve ajudar os estudantes a organizar e 
consolidar o seu pensamento matemático” (Silva et al., 2001, p. 20). Assim, é 
aconselhada a realização de “composições matemáticas”, exposição à turma de um 
tema preparado, “trabalhos escritos, individuais ou de grupo”, apresentação oral 
dos mesmos e discussão com os colegas e o professor, partilha dos “métodos de 
resolução” ou “justificações dos seus raciocínios” com os colegas e com o 
professor (Silva et al., 2001, p. 20). 
Neste trabalho, a comunicação matemática esteve presente nas produções escritas 
dos alunos, onde os alunos eram chamados a apresentar os seus métodos de 
resolução e justificações; mas também nos momentos de discussão que ocorriam 
nas aulas. 
 Lógica e Raciocínio Matemático. No Programa de Matemática A é defendido que 
as noções de lógica devem ir aparecendo à medida que vão sendo necessárias. Por 
outro lado, “o estudante deverá ser solicitado frequentemente a justificar processos 
de resolução, a encadear raciocínios, a confirmar conjecturas, a demonstrar 
fórmulas e alguns teoremas” (Silva et al., 2001, p. 11). 
Neste trabalho, foi importante, por exemplo, a compreensão dos quantificadores, na 
definição de limite de uma função, segundo Heine, bem como na definição de 
alguns conceitos topológicos introduzidos. Por outro lado, o raciocínio matemático 
foi utilizado nas justificações e nas demonstrações de teoremas operatórios sobre 
limites e de não existência de limite em algumas situações. 
 Tecnologia e Matemática. Deu-se também expressão à utilização da tecnologia, 
uma vez que esta unidade de ensino se presta à utilização da tecnologia e a sua 
utilização é obrigatória no Ensino Secundário, de acordo com o Programa. De 
acordo com Silva et al. (2002, p. 10), “a utilização obrigatória da tecnologia que, 
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além de ferramenta, é fonte de actividade, de investigação e de aprendizagem, 
pretende também preparar os estudantes para uma sociedade em que os meios 
informáticos terão um papel considerável na resolução de problemas de índole 
científica”. 
Mas, para além disto, Jordaan (2005), citando Lauten (1994, p. 227), refere que 
a utilização da calculadora gráfica permitirá maiores aproximações 
conceptuais; os alunos compreenderão mais facilmente as relações entre a 
Álgebra simbólica e as representações gráficas; os alunos ficarão aptos para 
resolver problemas que anteriormente seriam inacessíveis porque requeriam 
matemática formal para a sua resolução. (p. 32) 
No entanto, a autora ressalva que é necessária mais investigação que suporte a 
importância que a tecnologia desempenha na aprendizagem do conceito de limite. 
A calculadora gráfica permite suportar as representações gráfica e numérica das 
funções em causa, podendo, assim, os alunos intuir sobre o limite da função através 
da análise de cada uma destas suas formas de representação. O Programa refere que 
“como experiências em Portugal e noutros países mostram, a calculadora gráfica 
dará uma contribuição positiva para a melhoria do ensino da Matemática” (Silva et 
al., 2001, p. 16), sem esquecer contudo que há alguns cuidados a ter em conta e que 
se referem fundamentalmente ao estímulo do espírito crítico dos alunos, ao serem 
chamados a confrontar os resultados obtidos através da calculadora com os 
resultados teóricos (Silva et al., 2001, p. 16). De facto, a calculadora gráfica, tal 
como qualquer outra tecnologia, apresenta limitações. 
Segundo o NCTM (2008), 
o envolvimento dos alunos com ideias matemáticas abstractas, incluindo as 
suas próprias, pode ser fomentado através da utilização da tecnologia. A 
tecnologia enriquece a extensão e a qualidade das investigações, ao fornecer 
um meio de visualizar noções matemáticas sob múltiplas perspectivas. (p. 
28) 
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3.2. Contributo de professores com experiência no Ensino 
Secundário 
Ao planificarmos esta unidade de ensino, surgiram dúvidas sobre quais as melhores 
estratégias a adotar no desenho da trajetória didática. Deste modo, decidimos realizar 
entrevistas semiestruturadas a dois professores com experiência no Ensino Secundário, que 
foram informados, no início da entrevista, sobre a finalidade do trabalho. 
O professor A é professor da turma em análise, é licenciado em Ensino de Matemática pela 
Universidade do Porto, leciona há cerca de 35/36 anos e realizou um Mestrado em 
Matemática (também voltado para o ensino), na Universidade de Aveiro. O professor B é 
licenciado em Ensino de Matemática pela Universidade de Aveiro, lecionando há 31 anos. 
A cada um dos professores foram realizadas questões, de acordo com o guião que se 
encontra no Anexo 1 e as suas respostas foram analisadas, apresentando-se, de seguida, os 
aspetos que considerámos mais importantes. 
Importância que atribuem à unidade de ensino: 
 Professor A: 
o considera que o conceito de limite é um conceito central da Análise, que, no 
Ensino Secundário, se inicia com uma abordagem mais intuitiva ao nível do 
11º ano, sendo trabalhado, um pouco mais formalmente, no 12º ano de 
escolaridade. 
o conceito bastante abstrato e exigente em termos de compreensão. 
o apesar de o Programa, atualmente, não o valorizar muito, as técnicas de 
cálculo associadas ao levantamento de indeterminações são também 
importantes, desde que não se caia no exagero de trabalhar este assunto 
apenas do ponto de vista da aritmética, esquecendo a parte da compreensão. 
 Professor B: 
o com o atual Programa, é no 12º ano que os alunos que os alunos contactam 
pela primeira vez com os conceitos matemáticos de um modo formal, sendo 
que anteriormente não lhes são dadas as ferramentas necessárias para os 
trabalharem algebricamente. Deste modo, o professor considera que os 
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alunos, de um modo geral, gostam deste conceito, uma vez que, pela 
primeira vez, sentem uma grande liberdade em trabalhar com conceitos 
matemáticos formalmente. 
Principais dificuldades dos alunos associadas à unidade de ensino: 
 Professor A: 
o considera a existência de um hiato entre o estudo do limite de sucessões 
(11º ano) e o estudo do limite de funções (12º ano), o que faz com que 
muitos dos conceitos trabalhados estejam já esquecidos, sendo necessário 
um trabalho de reavivar conceitos e procedimentos trabalhados 
anteriormente. 
o a definição de limite de uma função, segundo Heine, é muito descritiva, o 
que leva a que, quando os alunos a estão a aplicar, tenham de “ver o filme 
graficamente”, sendo, portanto, no seu entender, a aplicação da definição 
indissociável da compreensão. 
o pensa que os alunos não terão nenhuma ideia do que é uma indeterminação, 
até porque, mesmo tendo já sido abordada, no 11º ano, a indeterminação do 
tipo   , essa situação é contornada e, na maioria das vezes, nem sequer se 
utiliza a expressão “indeterminação”. 
o dificuldades associadas às situações de indeterminação, quer ao nível da 
compreensão, quer ao nível da aplicação das técnicas de cálculo. No que diz 
respeito à compreensão, o professor refere que a utilização da representação 
gráfica das funções, bem como de tabelas de valores favorece a 
compreensão; já no que se refere às técnicas de cálculo, o professor refere o 
facto de os alunos confundirem as técnicas utilizadas num determinado tipo 
de indeterminação com as técnicas utilizadas num outro. Por outro lado, os 
alunos sentem também dificuldades, quando surge uma situação particular, 
na qual nenhuma das técnicas estudadas para aquele tipo de indeterminação 
resulta. 
 O professor B: 
o considera que, como no 12º ano os conceitos são formalizados, os alunos se 
sentem mais aliciados para os trabalhar. 
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o quando questionado sobre possíveis dificuldades de compreensão da 
definição de limite de uma função, segundo Heine, o professor responde 
prontamente: “Felizmente, damos a definição segundo Heine, que é uma 
definição que, à partida, tem exatamente esta virtude: o aluno é levado a 
situações, onde facilmente, penso eu, percebe o conceito”, não deixando, 
contudo, de referir alguma dificuldade inicial. No entanto, o professor refere 
a importância dos exercícios iniciais, em que o aluno tem de usar a 
definição de limite de uma função, segundo Heine, para explicar o seu 
raciocínio, o que o leva, no seu entender, a acabar por perceber a definição. 
o considera que as situações de indeterminação devem surgir, tal como é 
referido no Programa, a partir dos teoremas operatórios sobre limites: “Em 
relação às indeterminações, deve-se fazer sempre a referência aos teoremas 
sobre os limites e, portanto, à álgebra dos limites, para que os alunos 
percebam que as indeterminações são, de facto, situações especiais onde, à 
partida, não é possível dizer, a partir dos teoremas, qual é o valor que deve 
resultar, precisamente por ser uma indeterminação. Deve-se fazer sempre a 
referência à álgebra dos limites. É aí que está, penso eu, a melhor 
justificação para o que é uma indeterminação.” 
o “Por outro lado, falando da minha experiência enquanto aluno, antes de ser 
professor ou pensar nestas coisas, muitas vezes o que se fazia era assim: o 
limite é como calcular a imagem num ponto, não é? Portanto, é substituir a 
variável independente para ver o que é que dá. Não dá?! Então faz-se aqui 
um truque qualquer para que dê. Portanto, não estávamos ali com a 
preocupação de, se não dá, vamos ter de pensar na definição, vamos lá ver 
se a definição de limite nos dá mais alguma informação para poder resolver 
isto”, o que nos remete para uma das dificuldades já referidas e que se 
prende com o cálculo do limite como sendo a imagem, pela função, do 
ponto considerado. 
Questionámos também os professores sobre algumas das dificuldades que encontrámos na 
literatura, relativas ao conceito de limite e às situações de indeterminação, por parte dos 
alunos. No entanto, também os questionámos sobre algumas dificuldades com as quais nos 
deparámos ao iniciar a planificação da unidade de ensino. Assim, seguem-se algumas das 
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respostas dos professores, que acabam por conciliar os dois pontos de vista: o do ensino e o 
da aprendizagem. 
Noções topológicas: 
 Professor A: 
o “a introdução das noções topológicas (…) não é (…) um conceito 
programático em si mesmo, que se tenha de aflorar, mas corresponde a uma 
necessidade que o professor sente para introduzir o conceito, sob o ponto de 
vista científico e didático. Faz muita falta, porque depois surgem todas 
aquelas questões dos abertos e dos fechados e dos pontos que pertencem ao 
domínio e dos que não pertencem, que se vai repercutir até à continuidade 
das funções, vai por aí fora, não é?” 
o No que diz respeito ao conceito de vizinhança, o professor refere que “traz 
mais confusão a simbologia do que propriamente o conceito”. O professor 
refere que se introduz o conceito de vizinhança, no 11º ano, como sendo um 
intervalo centrado num ponto, provocando dificuldades aos alunos, a escrita 
simbólica e mesmo a linguagem utilizada (“é uma escrita estranha, bastante 
estranha para os alunos”). 
 Professor B: 
o “As noções topológicas não estão expressamente no Programa. O conceito 
de ponto de acumulação, o conceito de ponto isolado, … não aparecem de 
forma expressa no Programa. Portanto, fica sempre um bocado ao critério 
do professor trabalhar esses conceitos”. No entanto, o professor refere que 
os alunos acabam sempre por levantar questões que levam o professor a 
introduzir esses conceitos, pois querem ver esclarecidas questões 
relacionadas com os pontos onde se pode calcular o limite. 
Conceito de infinito: 
 Professor A: 
o “Eu penso que traz algumas dificuldades. Em geral, nós refugiamo-nos 
quase num código… num código que utilizamos, mas traz algumas 
dificuldades, porque lá está, não tem nada de intuitivo, sob o meu ponto de 
 66 
 
vista, não é? Não tem nada de intuitivo. O que eu penso é que, se for 
acompanhado de exemplos concretos… com exemplos de funções nessa 
situação, e com grande apelo à interpretação gráfica, ficamos com o 
trabalho simplificado”. 
o “O trabalho com o infinito é difícil, mesmo para nós, professores, em 
termos de notação levanta problemas”. 
 Professor B: 
o “É claro que nós, ao nível do Secundário, direi, somos facilitadores. 
Cometemos abusos de linguagem, diria, se calhar, exagerados abusos de 
linguagem. Não só com o infinito, mas até mesmo com o infinitésimo. 
Porque nós não temos nenhum preconceito ao escrever um sobre zero. É 
claro que um sobre zero é um símbolo de impossibilidade de realizar a 
operação. Então acrescentamos que não é zero e colocamos algum símbolo 
que o distinga, para que se perceba que é um número muito próximo de zero 
mas que não é zero. E então, colocamos   ,   , … não é bem zero, é 
diferente de zero, é quase zero. De qualquer maneira, usamos o símbolo. 
Muitas vezes, a nível superior, acusam-nos de que escrever um sobre zero, 
… e isso não existe! Mas, para nós, é uma maneira muito rápida de poder 
facilitar a aprendizagem, no início. E assim, se temos uma variável que está 
a tender para zero, por valores maiores que zero, o seu inverso tende para 
mais infinito e, portanto, o símbolo aparece naturalmente. E o aluno, 
quando escreve aquele símbolo, está a pensar claramente no inverso de um 
infinitamente pequeno, que é um infinitamente grande. E o mesmo se passa 
com o inverso de um infinitamente grande. 
o “Em termos da Álgebra dos limites, o infinito aparece ali quase como um 
número. É encarado como um número e, portanto, se nós somarmos    
com qualquer número real, necessariamente, é   . E, assim, surge uma 
álgebra fácil, que eles percebem e que é facilitadora. Portanto, e mais uma 
vez, nós, ao nível do Secundário, somos facilitadores dessas escritas, sem 
estar a impor regras muito castradoras, e os alunos acabam por se deixar 
envolver muito facilmente nessa álgebra”. 
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o “Os alunos acabam por ter alguma liberdade e, quando mais tarde, chegam a 
um ponto em que já têm um conhecimento tal que lhes permite não ter a 
necessidade de escrever muita coisa, de forma simbólica, para poder prever 
o resultado, nessa altura já conseguem fazer aquilo que os professores na 
Universidade, de um modo geral, pedem, que é não escreverem essas 
coisas, não escreverem o um sobre zero ou o um sobre infinito, porque isso 
pode ser embaraçoso para alguém e penalizador para o aluno”. 
De onde provêm as dificuldades associadas às situações de indeterminação: 
 Professor A: 
o Considera que as dificuldades provêm da não compreensão do conceito de 
limite (“Eu penso, que o facto de eles não compreenderem muito bem o 
conceito de limite e, portanto, tenderem sempre a fugir para um exercício 
que supostamente, sob o ponto de vista deles, é um exercício de mero 
cálculo e, portanto, (…) como é um mero cálculo, ficam um bocado 
desconcertados perante um símbolo de indeterminação”). 
 Professor B: 
o Considera que os alunos não têm mais dificuldades neste tema do que 
noutros. 
Associação das situações de indeterminação à não existência de limite: 
 Professor A: 
o Não considera que isto aconteça. 
o Os alunos têm mais dificuldade em compreender por que é que há diferentes 
tipos de indeterminação. 
 Professor B: 
o Não considera que isto aconteça, referindo até que, muitas vezes, quando se 
pede a um aluno que calcule um limite, este assume, à partida, que se trata 
de uma situação de indeterminação, utilizando, portanto, as técnicas de 
levantamento de indeterminações, mesmo em casos que não conduzem a 
indeterminações. 
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o Considera que os alunos compreendem, com facilidade, o que é uma 
indeterminação, como sendo uma limitação dos teoremas operatórios sobre 
limites. 
No final da entrevista, questionámos os dois professores sobre a sequência didática que 
estávamos a pensar utilizar. Ambos os professores a consideraram adequada e 
consideraram benéfico relembrar os conceitos, introduzidos em anos anteriores, à medida 
que fossem sendo necessários, o que, no seu entender, evita períodos de tempo apenas 
dedicados a revisões sobre conteúdos anteriores. Ambos ressaltaram a importância da 
utilização de representações gráficas e tabelas de valores, na medida em que os alunos já 
têm uma noção prévia, intuitiva, do conceito de limite, precisamente a partir da 
representação gráfica de funções e de abordagens numéricas. 
Questionámos também os professores quanto à utilização de recursos tecnológicos, em 
particular, o GeoGebra e a calculadora gráfica, nas aulas relativas a esta unidade de ensino. 
O professor A referiu que “um dos temas transversais do Programa é, de facto, o recurso à 
tecnologia. Bom… E sempre foi entendida, pelos autores e por mim também, ao 
operacionalizar o Programa, na medida em que potencia a compreensão, valorizando a 
componente didática da aula. Ora, neste tema, é, de facto, essencial, até porque, na 
definição de Heine, é essencial que os alunos estejam a ver graficamente o comportamento 
da função junto de um determinado ponto. Então, acho que o recurso ao GeoGebra ou a 
outros programas de Geometria, o recurso à calculadora, é quase inevitável. Penso que, sob 
o ponto de vista didático, não haveria melhor recurso do que este e, portanto, faz todo o 
sentido”. O professor B referiu vantagens, quer do GeoGebra (“maior precisão gráfica”), 
quer da calculadora gráfica (“é a ferramenta do aluno”). 
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3.3. Trajetória Didática 
Neste subcapítulo apresentam-se as subunidades sequenciais desta unidade de ensino (a 
definição de limite de uma função, segundo Heine; regras operatórias sobre limites; 
indeterminações), onde se referem os objetivos de cada aula, bem como os objetivos das 
tarefas propostas aos alunos da turma em análise, sendo assim descrita a trajetória didática 
adotada. 
3.3.1. A definição de limite de uma função, segundo Heine 
Esta subunidade foi planificada com o objetivo de introduzir a definição de limite de uma 
função, segundo Heine, tendo em conta os conhecimentos prévios dos alunos e na tentativa 
de que houvesse, da parte deles, uma associação entre a noção intuitiva de limite que já 
possuíam e a definição de limite de uma função, segundo Heine. Nesta subunidade, 
utilizámos as tarefas “Limite de uma função segundo Heine” (Anexo 2) e “Limite de uma 
função segundo Heine – Aplicação” (Anexo 3). 
Deste modo, utilizando a tarefa “Limite de uma função segundo Heine”, partimos da noção 
intuitiva de limite, que os alunos têm desde os 10º e 11º anos, apresentando, na questão 
1.a), quatro funções reais de variável real, definidas por: 
  ( )          
  ( )  
     
   
 
  ( )  2
        
         
 
  ( )  {
      
        
 
Para cada uma delas, pedimos que os alunos indicassem o domínio, no sentido de se 
aperceberem que o limite pode ser calculado em pontos que não fazem parte do domínio da 
função, uma vez que, no 11º ano, é abordado o conceito de limite associado ao conceito de 
derivada, que só pode ser calculada em pontos do domínio da função. Pedimos também 
que apresentassem uma representação gráfica de cada uma das funções, uma vez que nos 
anos anteriores, a noção intuitiva de limite se baseou, essencialmente, na análise de 
representações gráficas das funções. A representação gráfica das funções deveria ser obtida 
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a partir da calculadora gráfica, onde os alunos poderiam ter acesso, para além da 
representação gráfica, a tabelas de valores. 
Partindo destes pressupostos, pedimos que os alunos determinassem, se possível, os 
seguintes limites, pedindo também a justificação das suas respostas, para que pudéssemos 
ter acesso às suas representações, à sua conceção de limite: 
    
   
  ( ) 
    
   
  ( ) 
    
    
  ( ) 
    
   
  ( ) 
Cada uma das funções foi apresentada com uma intencionalidade diferente: a primeira é 
contínua no ponto considerado e, portanto, à partida, não levantaria qualquer problema aos 
alunos; a segunda é descontínua em    , o que permitiu introduzir os conceitos de ponto 
de acumulação e ponto isolado e vermos que o limite não tem de ser calculado, 
necessariamente, em pontos do domínio da função, mas sim em pontos de acumulação do 
domínio da função; a terceira é uma função definida por ramos e os limites laterais são 
diferentes e, portanto, foi possível, a partir deste exemplo, introduzir o teorema da 
unicidade do limite e relembrar aos alunos a noção de limites laterais; a quarta função 
permite trabalhar um pouco mais a noção de limites laterais, uma vez que, apesar de existir 
limite da função, a função é definida por expressões analíticas diferentes, à esquerda e à 
direita do ponto considerado. 
Numa segunda fase (questão 1.b)), os alunos foram chamados a analisar uma animação em 
GeoGebra, que recriava a ideia da definição de limite de uma função, segundo Heine, 
utilizando as funções da questão 1.a) e sucessões particulares. Esta animação foi utilizada 
no sentido de promover a apropriação da referida definição e encontra-se no endereço 
http://limitedeumafuncaosegundoheine.weebly.com. Por outro lado, foi também proposto 
que os alunos preenchessem uma tabela, para cada uma das funções. Apresenta-se, de 
seguida a referida tabela relativa à função  : 
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 (  )      
 
 
 
 (  ) 
      
      
      
        
      
         
      
         
      
Tabela 3.1: Tabela inserida na tarefa "Limite de uma função, segundo Heine" 
Para a função  , considerámos sucessões do tipo      
 
 
 e      
 
 
, com    , 
pois pretendíamos associar os limites das respetivas sucessões de imagens a    
   
  ( ). Para 
as restantes funções, foram consideradas sucessões do mesmo tipo. 
Depois de analisada a animação e a tabela relativa a cada função, os alunos deveriam 
concluir sobre o limite de cada uma das sucessões de imagens, pela função, dos termos das 
sucessões de objetos consideradas (no caso da função  , por exemplo, pediu-se o valor de 
    (  ) e de     (  )), bem como sobre o limite da função, desta feita, tendo em conta 
a animação apresentada e a tabela preenchida. 
Esta primeira parte da tarefa “Definição de Limite segundo Heine” foi realizada na 
primeira aula, tendo sido discutida na segunda aula, onde foram introduzidas as noções 
topológicas de ponto de acumulação e de ponto isolado, a partir de alguns conjuntos 
particulares. Discutiu-se também a relação entre as alíneas 1.a) e 1.b), no sentido de 
introduzir, a partir destes exemplos, a definição de limite de uma função num ponto, 
segundo Heine. 
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Na terceira aula, foram trabalhados limites quando   tende para infinito e também limites 
infinitos, partindo também de representações gráficas das funções. Este trabalho foi 
realizado, recorrendo às questões 2 e 3 da tarefa. 
Na questão 2, pedíamos que os alunos preenchessem uma tabela semelhante às da alínea 
1.b), considerando sucessões, cujos termos são objetos da função, mas o seu limite é    
ou   , consoante quiséssemos calcular    
    
  ( ) ou    
    
  ( ), respetivamente. Tal 
como tínhamos feito na questão 1.b), pedimos que os alunos concluíssem sobre os limites 
das sucessões de imagens, pela função, dos termos das sucessões de objetos consideradas, 
bem como sobre    
    
  ( ) e    
    
  ( ). 
Na questão 3, era apresentada a função real de variável real, definida por  ( )    
 
   
 e 
pedíamos uma representação gráfica da função e o valor dos seguintes limites, 
devidamente justificados: 
    
    
  ( ) 
    
    
  ( ) 
    
    
  ( ) 
    
    
  ( ) 
com o intuito de trabalhar a noção de limite infinito e a noção de limite quando   tende 
para    ou  . 
Por fim, perguntávamos se existia    
   
  ( ), no sentido de concluir se os alunos tinham 
compreendido as condições de existência de limite de uma função num ponto. 
No final desta abordagem, foi introduzida formalmente a definição de limite de uma 
função, segundo Heine. 
Na quarta aula, foi realizada e discutida a tarefa de aplicação “Limite de uma função 
segundo Heine – Aplicação”, onde os alunos tinham de calcular alguns limites, aplicando a 
definição de limite de uma função, segundo Heine. Nesta tarefa, predominava a 
representação gráfica das funções, uma vez que, de acordo com o Programa, a 
representação gráfica deve servir de base a este tipo de estudo. 
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Apresenta-se, de seguida, uma tabela que sumariza as aulas dedicadas a este conteúdo. 
Aulas Conteúdos 
Programáticos 
Objetivos Tarefas 
1ª (20/01/2012) 
- Noção intuitiva do 
conceito de limite 
- Relação entre a noção 
intuitiva de limite e a 
definição de limite de 
uma função, segundo 
Heine. 
- Explorar o conceito de limite 
graficamente. 
- Estabelecer relação entre a 
noção intuitiva de limite, a partir 
da representação gráfica e 
numérica de funções, e a 
definição de limite de uma função 
segundo Heine, a partir da 
representação gráfica e numérica. 
Limite de uma função 
segundo Heine – 
resolução da questão 1 
2ª (25/01/2012) 
- Noções topológicas: 
- Vizinhança de 
um ponto; 
- Ponto de 
acumulação; 
- Ponto isolado. 
- Distinguir ponto de acumulação 
de ponto isolado. 
- Compreender as condições de 
existência de limite de uma 
função num ponto (existência e 
igualdade dos limites laterais). 
- Calcular limites de funções em 
pontos de acumulação do seu 
domínio, utilizando a definição de 
limite de uma função num ponto, 
segundo Heine. 
Limite de uma função 
segundo Heine 
(discussão da questão 
1 e introdução das 
noções topológicas). 
3ª (26/01/2012) 
- Definição de Limite 
de uma função, 
segundo Heine. 
- Calcular limites de funções, 
utilizando a definição de limite de 
uma função, segundo Heine, para 
os casos em que   tende para    
ou   . 
- Calcular limites infinitos, 
utilizando a definição de limite de 
uma função, segundo Heine. 
Limite de uma função 
segundo Heine 
(resolução e discussão 
das questões 2 e 3; 
formalização da 
definição de limite de 
uma função segundo 
Heine). 
4ª (27/01/2012) - Aplicação dos 
conteúdos introduzidos 
nas aulas anteriores 
- Aplicar a definição de limite de 
uma função, segundo Heine. 
Limite de uma função 
segundo Heine – 
Aplicação 
Tabela 3.2: Aulas da subunidade "A definição de limite de uma função, segundo Heine" 
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3.3.2. Regras Operatórias sobre limites 
As regras operatórias sobre limites foram introduzidas através da tarefa “Regras 
Operatórias sobre limites” (Anexo 4). Na primeira questão desta tarefa, apresentámos duas 
funções reais de variável real, definidas por: 
  ( )       
  ( )     
Para cada função, pedimos que os alunos apresentassem uma representação gráfica e 
pedimos que determinassem    
   
  ( ),    
   
  ( ). Por outro lado, pedimos também 
representações gráficas das funções    ,    , 
 
 
,    e √ 
 
, pedindo ainda que 
determinassem    
   
 ((   )( )),    
   
 ((   )( )),    
   
 (.
 
 
/ ( )),    
   
 ( ( ))
 
, 
   
   
 √ ( )
 
. 
Posteriormente, pedimos aos alunos que preenchessem a seguinte tabela e que, a partir da 
mesma, elaborassem uma conjetura. 
   
   
 ( )      
   
 ( )    
   
   
 ( )     
   
 ( )      
   
((   )( ))   
   
   
 ( )     
   
 ( )      
   
((   )( ))   
   
   
 ( )
   
   
 ( )
     
   
((
 
 
)( ))   
.   
   
 ( )/
 
     
   
( ( ))
 
  
√   
   
 ( )      
   
√ ( )
 
  
Tabela 3.3: Tabela inserida na tarefa "Regras Operatórias sobre limites" 
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Na aula seguinte, foi discutida esta tarefa e, a partir das conjeturas elaboradas pelos alunos, 
foram apresentados os teoremas operatórios sobre limites de funções reais de variável real, 
sendo explicado que estes advêm dos teoremas operatórios sobre limites de sucessões, 
quando estas são convergentes. 
De todos estes teoremas apresentados (Capítulo 2), provou-se o teorema relativo ao limite 
da soma de duas funções, tendo por base a definição de limite de uma função, segundo 
Heine. Fez-se referência às restantes provas, explicando que seriam análogas à prova 
realizada. 
Por outro lado, introduziu-se também uma regra de cálculo de limites, quando queremos 
calcular    
   
 (.
 
 
/ ( )) e    
   
  ( )    * + e    
   
  ( )   . Esta situação não está 
contemplada nos teoremas apresentados, mas pode ser justificada com base nos teoremas 
sobre limites de sucessões. Os alunos foram alertados para o facto de que, utilizando a 
definição de limite de uma função, segundo Heine, estamos a calcular limites de funções 
através de limites de sucessões e, portanto, podemos utilizar os teoremas sobre limites de 
sucessões para justificar as regras operatórias sobre limites de funções. 
Nesta mesma aula, os alunos realizaram uma tarefa de aplicação “Regras Operatórias sobre 
Limites – Aplicação” (Anexo 5), onde aplicaram as regras operatórias sobre limites de 
funções estudadas até então. 
Na terceira aula relativa às regras operatórias sobre limites, estudámos regras operatórias 
sobre limites de funções que envolvem limites infinitos, apoiando-nos nas questões 2, 3, 4 
e 5 da tarefa “Regras Operatórias sobre Limites”. A estratégia utilizada foi semelhante à 
utilizada quando os limites das duas funções eram finitos, ou seja, pedimos aos alunos que 
representassem graficamente as funções, determinassem alguns limites e preenchessem 
uma tabela semelhante à apresentada. 
Deste modo, na questão 2, tratámos de situações em que o limite de uma das funções é 
finito (mas diferente de  ) e o da outra é infinito. Nas questões 3 e 4, tratámos de situações 
em os limites das duas funções envolvidas são infinitos. Na questão 5, tratámos situações 
em que o limite de uma das funções é infinito e o limite da outra é  . 
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Ao estudarmos estas regras operatórias, introduzimos uma escrita simbólica associada, 
uma vez que, de acordo com os professores entrevistados e os próprios manuais escolares, 
esta escrita simbólica ajuda os alunos, numa fase inicial, a compreenderem melhor as 
regras operatórias sobre limites de funções, que advêm dos teoremas sobre limites de 
sucessões. E foi precisamente a partir dos teoremas sobre limites de sucessões que estas 
regras operatórias foram justificadas. Foi também focado o facto de estas regras 
operatórias poderem ser vistas como extensões dos teoremas operatórios sobre limites, tal 
como referem Silva e Paulo (1963). 
Nestas aulas, não introduzimos nenhuma situação de indeterminação, uma vez que 
pretendíamos apresentá-las como limitações dos teoremas operatórios e, portanto, seriam 
tratadas de forma isolada. 
Tal como na subunidade anterior, apresenta-se uma tabela com a distribuição das aulas 
relativas à subunidade “Regras Operatórias sobre Limites”. As aulas relativas a esta 
subunidade não serão objeto de análise, mas foram determinantes para a introdução das 
situações de indeterminação. 
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Aulas Conteúdos 
Programáticos 
Objetivos Tarefas 
1ª (27/01/2012) 
- Teoremas Operatórios 
sobre Limites. 
- Regras Operatórias 
sobre limites, quando 
os limites das funções 
envolvidas são finitos. 
- Compreender, a partir de alguns 
exemplos, as regras operatórias 
sobre limites, quando os limites 
das funções envolvidas são 
finitos. 
Regras Operatórias 
sobre Limites – 
resolução da Questão 1 
2ª (01/02/2012) - Compreender as regras 
operatórias sobre limites, quando 
os limites das funções envolvidas 
são finitos. 
- Calcular limites de funções, 
utilizando as regras operatórias 
sobre limites, quando os limites 
das funções envolvidas são 
finitos. 
Regras Operatórias 
sobre Limites – 
discussão da Questão 1 
Regras Operatórias 
sobre Limites – 
Aplicação 
3ª (02/02/2012) 
- Regras Operatórias 
com limites infinitos 
- Compreender a extensão dos 
teoremas operatórios sobre 
limites, quando o limite de pelo 
menos uma das funções 
envolvidas é infinito. 
- Calcular limites, aplicando a 
extensão dos teoremas operatórios 
sobre limites, quando o limite de 
pelo menos uma das funções 
envolvidas é infinito. 
Regras Operatórias 
sobre limites 
(Questões 2, 3, 4 e 5) 
Tabela 3.4: Aulas da subunidade "Regras Operatórias sobre Limites" 
 
3.3.3. Indeterminações 
As situações de indeterminação foram introduzidas, partindo de uma tarefa de índole 
exploratória: “Indeterminações” (Anexo 6). Na questão 1, surgia a indeterminação do tipo 
 
 
; na questão 2, a indeterminação do tipo 
 
 
; na questão 3, a indeterminação do tipo   
 ; na questão 4, a indeterminação do tipo    . 
Em cada uma das questões, era pedido o valor do limite, no caso de existir, de três funções. 
Em cada um desses três casos, a utilização das regras operatórias sobre limites de funções 
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conduzia à situação de indeterminação respetiva. O objetivo era que os alunos se 
apercebessem que as situações de indeterminação são situações de cálculo de limites para 
as quais não podemos indicar um valor a priori, utilizando simplesmente as regras 
operatórias sobre limites. De facto, em cada questão, cada um dos limites apresentados tem 
um valor diferente, podendo mesmo não existir, mas, ao utilizarmos as regras operatórias, 
somos conduzidos ao mesmo símbolo de indeterminação. E, de facto, era esta a conclusão 
que pretendíamos que os alunos retirassem em cada uma das questões. 
Na primeira aula, para além da resolução da tarefa, foi realizada a discussão da primeira 
questão, onde se explicou a técnica de levantamento de indeterminações do tipo 
 
 
, de 
acordo com o apresentado no Capítulo 2. Na segunda aula, os alunos realizaram uma tarefa 
de aplicação relativa às indeterminações deste tipo (“Indeterminações do tipo 
 
 
” – Anexo 
7), que foi, posteriormente, discutida. De seguida, foi discutida a questão 2 da tarefa 
“Indeterminações”, sendo introduzidas as técnicas de levantamento de indeterminações do 
tipo 
 
 
, para os casos referidos no Capítulo 2. Na terceira aula, os alunos resolveram uma 
tarefa de aplicação relativa a este tipo de indeterminações (“Indeterminações do tipo 
 
 
” – 
Anexo 8), que foi também discutida. De seguida, foi discutida a questão 3 da tarefa 
“Indeterminações”, sendo introduzidas as técnicas de levantamento de indeterminações do 
tipo    , tal como explicado no Capítulo 2. No final da aula, os alunos resolveram a 
tarefa de aplicação relativa a este tipo de indeterminações (“Indeterminações do tipo 
   ” – Anexo 9). Na quarta aula, foi discutida a tarefa realizada na aula anterior e foi 
tratado o último tipo de indeterminação previsto: foi discutida a questão 4 da tarefa 
“Indeterminações”, sendo introduzidas as técnicas de levantamento de indeterminações do 
tipo    , tal como previsto no Capítulo 2. Por fim, os alunos resolveram a tarefa de 
aplicação relativa a este tipo de indeterminações (“Indeterminações do tipo    ” – 
Anexo 10), sendo posteriormente discutida. 
Na quinta aula, foi proposta a resolução de uma tarefa de índole exploratória “Limites 
Notáveis” (Anexo 11), em que se pretendia que os alunos inferissem sobre o valor dos 
limites notáveis referidos no Capítulo 2. Os limites notáveis são limites para os quais a 
utilização das regras operatórias sobre limites conduz a situações de indeterminação. No 
entanto, os alunos não possuem ferramentas de cálculo que lhes permita levantar este tipo 
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de indeterminações. Assim, o objetivo é conhecerem estes limites e utilizá-los no cálculo 
de limites de funções semelhantes. Através do conhecimento destes limites, os alunos 
podem transformar as funções apresentadas, no sentido de conseguirem identificar o limite 
notável em causa e assim determinar o valor, no caso de existir, do limite dessa função. 
Assim, foi explicado aos alunos, tal como previsto no Capítulo 2, qual o valor de cada um 
dos limites. 
Na sexta aula, os alunos resolveram e foi discutida uma tarefa de aplicação “Limites 
Notáveis – Aplicação” (Anexo 12). 
Apresenta-se, de seguida, uma tabela relativa à calendarização das aulas relativas a este 
conteúdo. 
 
Aulas Conteúdos 
Programáticos 
Objetivos Tarefas 
1ª (03/02/2012) 
- Indeterminação do 
tipo 
 
 
 
- Compreender a noção de 
indeterminação. 
- Compreender as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo 
 
 
. 
Indeterminações – 
resolução da tarefa e 
discussão da questão 1 
2ª (08/02/2012) 
- Indeterminação do 
tipo 
 
 
 
- Indeterminação do 
tipo 
 
 
 
- Aplicar as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo 
 
 
. 
- Compreender as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo 
 
 
. 
Indeterminação do tipo 
 
 
 
 
Indeterminações – 
discussão da questão 2 
3ª (09/02/2012) 
- Indeterminação do 
tipo 
 
 
 
- Indeterminação do 
tipo    
 
- Aplicar as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo 
 
 
. 
- Compreender as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo   . 
- Aplicar as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo   . 
Indeterminação do tipo 
 
 
 
 
Indeterminações – 
discussão da questão 3 
 
Indeterminação do tipo 
    – resolução da 
tarefa 
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4ª (10/02/2012) 
Indeterminação do tipo 
    
Indeterminação do tipo 
0×∞ 
- Compreender as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo    . 
- Aplicar as técnicas de 
levantamento de indeterminações 
do tipo    . 
Indeterminação do tipo 
    – discussão da 
tarefa 
 
Indeterminações – 
discussão da questão 4 
 
Indeterminação do tipo 
0×∞ 
5ª (15/02/2012) 
Limites Notáveis 
- Reconhecer que: 
   
    
  
  
        
   
   
    
 
   
   
   
  (   )
 
   
   
    
   
 
   
Limites Notáveis 
6ª (16/02/2012) - Aplicar o conhecimento dos 
limites notáveis ao cálculo de 
limites de funções. 
Limites Notáveis – 
Aplicação 
Tabela 3.5: Aulas da subunidade "Indeterminações" 
 
 81 
 
4. Metodologia de Investigação 
Neste capítulo, apresenta-se a metodologia de investigação utilizada neste trabalho. Este 
estudo insere-se numa abordagem qualitativa, na modalidade de estudo de caso e numa 
perspetiva interpretativa. Caracterizam-se os participantes da investigação, identificam-se 
as fases do estudo e, por fim, os instrumentos de recolha de dados e os processos de análise 
de dados. 
4.1. Opções Metodológicas 
Este estudo tem como principal finalidade analisar as dificuldades que os alunos revelam 
durante o desenvolvimento da unidade de ensino Teoria de limites, inserida no Programa 
de Matemática A do 12º ano. Para atingir esta finalidade, definiram-se as três questões de 
investigação já apresentadas. Na tentativa de responder a estas questões, optou-se por um 
estudo inserido na investigação qualitativa, caracterizada por Bogdan e Biklen (1994) 
como agrupando “diversas estratégias de investigação que partilham determinadas 
características” (p. 16). 
Partindo desta definição, os autores enunciam cinco características da investigação 
qualitativa: 
1. “na investigação qualitativa a fonte directa de dados é o ambiente natural, 
constituindo o investigador o instrumento principal” (p. 47); 
2. “a investigação qualitativa é descritiva” (p. 48); 
3. “os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que 
simplesmente pelos resultados ou produtos” (p. 49); 
4. “os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma indutiva” 
(p. 50); 
5. “o significado é de importância vital na abordagem qualitativa” (p. 50). 
Estas características mostram-se adequadas ao nosso estudo, conforme se explicita de 
seguida: 
1. A fonte direta dos dados é uma turma do 12º ano e os dados recolhidos 
correspondem a produções escritas e registo áudio das aulas, bem como a notas de 
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campo produzidas pela investigadora. A investigadora é o principal instrumento de 
recolha de dados, pois, apesar dos outros instrumentos utilizados, as informações 
recolhidas em ambiente de sala de aula permitem uma melhor compreensão das 
ações e produções dos alunos. 
2. Os dados recolhidos são, como já foi referido, as produções escritas dos alunos, 
registo áudio das aulas e notas de campo da investigadora. Deste modo, a forma de 
apresentação dos dados será uma descrição do que foi ocorrendo nos diferentes 
momentos da investigação, nos diferentes momentos em que se realizou a recolha 
de dados. 
3. Neste estudo, pretende-se compreender quais as principais dificuldades dos alunos 
na unidade de ensino referida. Deste modo, não interessará tanto o que os alunos 
conseguem fazer no final da unidade de ensino (produto), mas sim o que fizeram 
durante a aprendizagem desta unidade de ensino, nomeadamente as produções 
realizadas antes de serem introduzidos formalmente os conceitos, as dúvidas que os 
alunos foram colocando durante o processo de aprendizagem, os avanços e recuos 
presentes no processo de aprendizagem, os erros cometidos. 
4. Neste estudo, não se pretende confirmar ou rejeitar qualquer hipótese, mas sim 
perceber, através da investigação realizada, quais as principais dificuldades dos 
alunos durante o processo de aprendizagem do conceito de limite, bem como as 
estratégias que estes utilizam perante situações de indeterminação que surgem no 
cálculo de limites de funções. 
5. Os dados foram recolhidos com o intuito de dar a conhecer o que os alunos fizeram 
durante esta unidade de ensino, no sentido de se dar a conhecer o ponto de vista dos 
participantes no estudo (os alunos). 
Este estudo insere-se ainda na modalidade de estudo de caso. Segundo Ponte (2006), 
um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem definida como uma pessoa, 
uma instituição, um curso, uma disciplina, um sistema educativo, uma política ou 
qualquer outra unidade social. O seu objectivo é compreender em profundidade o 
“como” e os “porquês” dessa entidade, evidenciando a sua identidade e 
características próprias, nomeadamente nos aspectos que interessam ao 
pesquisador. É uma investigação que se assume como particularística, isto é, que se 
 83 
 
debruça deliberadamente sobre uma situação específica que se supõe ser única ou 
especial, pelo menos em certos aspectos, procurando descobrir o que há nela de 
mais essencial e característico e, desse modo, contribuir para a compreensão global 
de um certo fenómeno de interesse. (p.2) 
Bogdan e Biklen (1994), citando (Merriam, 1988), referem-se ao estudo de caso como 
consistindo na “observação detalhada de um contexto, ou indivíduo, de uma única fonte de 
documentos ou de um acontecimento específico” (p. 89). 
Yin (2004, p. 32) define estudo de caso como sendo “uma investigação empírica que 
 investiga um fenómeno contemporâneo dentro do seu contexto da vida real, 
especialmente quando 
 os limites entre o fenómeno e o contexto não estão claramente definidos.” 
Por outro lado, Yin (2004) refere que 
a investigação de estudo de caso 
 enfrenta uma situação tecnicamente única em que haverá muito mais 
variáveis de interesse do que pontos de dados, e, como resultado, 
 baseia-se em várias fontes de evidências, com os dados precisando convergir 
em um formato de triângulo, e, como outro resultado, 
 beneficia-se do desenvolvimento prévio de proposições teóricas para conduzir 
a coleta e a análise de dados. 
(pp. 32 – 33) 
Para Yin (2005), o estudo de caso é adequado “quando se colocam questões do tipo 
“como” e “porquê”, quando o pesquisador tem pouco controle sobre os eventos e quando o 
foco se encontra em fenómenos contemporâneos inseridos em algum contexto da vida real” 
(p. 19). 
Este trabalho insere-se nesta modalidade, um vez que a recolha e análise dos dados se 
basearam em estudo teóricos preexistentes e consiste na análise das dificuldades relativas à 
unidade de ensino Teoria de Limites respeitantes aos alunos de uma turma do 12º ano de 
escolaridade. 
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Segundo Ponte (2006), esta é uma modalidade de investigação que apresenta “um forte 
cunho descritivo” (p. 7). No entanto, no seu entender, um estudo de caso meramente 
descritivo tem um valor reduzido. Normalmente, tenta-se confrontar os resultados obtido 
com estudos anteriores e teorias existentes, podendo assim gerar-se “novas teorias e novas 
questões para futura investigação” (p. 8). O autor refere ainda que “este tipo de 
investigação não é experimental” (p. 8): o investigador limita-se a descrever e tentar 
compreender a situação, sem lhe provocar quaisquer alterações. 
Para Ponte (2006), 
um estudo de caso pode seguir uma de duas perspectivas essenciais: (a) uma 
perspectiva interpretativa, que procura compreender como é o mundo do ponto de 
vista dos participantes e (b) uma perspectiva pragmática, cuja intenção fundamental 
é proporcionar uma perspectiva global do objecto de estudo, do ponto de vista do 
investigador, tanto quanto possível completa e coerente. (p. 12) 
Este trabalho pretende descrever a forma como os alunos reagiram à unidade de ensino 
Teoria de Limites, em particular no que diz respeito às dificuldades presentes. Centra-se, 
portanto, numa perspetiva interpretativa, uma vez que se pretende compreender o ponto de 
vista dos participantes. 
Neste trabalho, pretende-se também refletir sobre a prática do investigador. E, de facto, 
segundo Bogdan e Biklen (1994), a investigação qualitativa permite também ao professor 
refletir sobre a sua prática. Segundo Ponte (2002), a investigação sobre a prática pode ter 
dois objectivos: 
 “alterar algum aspecto da prática, uma vez estabelecida a necessidade dessa 
mudança; 
 compreender a natureza dos problemas que afectam essa mesma prática com vista à 
definição, num momento posterior, de uma estratégia de acção” (pp. 3 – 4) 
Ao analisar-se a si próprio, o professor distancia-se de conflitos imediatos, “ganhando uma 
visão mais ampla do que se está a passar” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 286). Neste caso, 
pretende-se que a investigadora analise a sua prática, no sentido de encontrar eventuais 
problemas e tentar, deste modo, encontrar novas estratégias de ação. 
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4.2. Participantes 
Neste estudo, participaram os alunos de uma turma do 12º ano de escolaridade de uma 
escola de Aveiro. A escola engloba o 3º Ciclo do Ensino Básico e o Ensino Secundário. 
Para além dos cursos gerais do Ensino Secundário, a escola oferece também uma vertente 
de ensino tecnológico e funciona em regime diurno e noturno. 
A turma em causa é uma turma do Curso Científico-Humanístico de Ciências e 
Tecnologias. É constituída por 23 alunos, 20 rapazes e 3 raparigas. A 30 de setembro de 
2011, a média de idades dos alunos era de 16,8 anos. Do total dos alunos, 12 vivem na 
cidade de Aveiro, 7 em Aradas e 4 noutras freguesias limítrofes. 
No que diz respeito às habilitações literárias dos pais, temos informação relativa a 23 pais e 
19 mães. Relativamente aos pais, 4 têm o Ensino Básico, 5 têm o Ensino Secundário e 14 
têm um curso Superior (Bacharelato / Licenciatura / Mestrado / Doutoramento). Quanto às 
mães, 2 têm o Ensino Básico e 17 têm um curso Superior (Bacharelato / Licenciatura / 
Mestrado / Doutoramento). 
As profissões dos pais e mães são as mais variadas, sendo que, de acordo com as 
informações recolhidas, 11 estão ligados ao ensino (Básico, Secundário ou Superior), 8 a 
cargos de Direção / Gestão / Supervisão (comercial ou industrial), 7 são Engenheiros, 2 
têm profissões ligadas à área do Direito, 2 têm profissões ligadas às Forças militares ou 
paramilitares, 4 trabalham na área da rádio-TV/Informática, 2 na área da Administração, 1 
na área da Psicologia e 1 na área de Mecânica. 
Apenas um aluno da turma tem registo de repetência no 12º ano de escolaridade, sendo que 
não existem repetências em anos anteriores por parte de nenhum aluno. 
No 10º ano, a média das classificações, na disciplina de Matemática, foi de 14,8 valores. 
No 11º ano, a média das classificações foi de 15 valores, tendo um aluno transitado para o 
12º ano com classificação de 9 valores. No 1º período do 12º ano, a média das 
classificações foi de 14,6 valores. Já no 2º Período, a média das classificações foi de 15,5 
valores. 
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Antes da realização deste estudo, os alunos apenas tinham contactado com o conceito de 
limite intuitivamente, através da representação gráfica e numérica de algumas funções, nos 
10º e 11º anos, tal como já foi referido. 
Por outro lado, participaram também, neste estudo, os professores aos quais foram 
realizadas as entrevistas. 
4.3. Fases do Estudo 
Este estudo decorre entre setembro de 2011 e junho de 2012 e divide-se em três fases. Na 
primeira fase, realizou-se uma revisão de literatura de suporte à fundamentação teórica do 
estudo, bem como à construção dos instrumentos de recolha de dados e à planificação da 
unidade de ensino. Na segunda fase, foram recolhidos os dados (resoluções das tarefas por 
parte dos alunos, registo áudio das aulas e notas de campo). Esta fase decorreu entre 
janeiro e fevereiro de 2012. A terceira fase corresponde à análise dos dados recolhidos, à 
realização de leituras de modo a complementar as anteriores e a melhor compreender 
alguns dos resultados obtidos. É também nesta fase que se procede à produção escrita de 
grande parte dos capítulos deste trabalho. A tabela seguinte sintetiza as fases do estudo. 
 
Tabela 4.1: Fases do estudo 
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4.4. Instrumentos de Recolha de Dados 
Neste trabalho, os dados foram recolhidos essencialmente através das produções escritas 
dos alunos, do registo áudio das aulas e de notas de campo, resultantes de observação 
direta. Para além da recolha destes dados, foram realizadas entrevistas a dois professores 
com experiência no Ensino Secundário. Para recolher as produções escritas dos alunos e 
proceder ao registo áudio das aulas, foi pedida autorização por escrito aos Encarregados de 
Educação dos alunos da turma (Anexo 13). 
Entrevistas 
Neste trabalho, foram realizadas entrevistas semiestruturadas a professores com 
experiência no Ensino Secundário, no sentido de recolher algumas informações relevantes 
para a planificação da unidade de ensino: Teoria de Limites. 
Depois de transcritas, as entrevistas e o registo áudio das mesmas foram enviados aos 
entrevistados, no sentido de estes validarem as informações constantes na transcrição das 
mesmas. 
Documentos 
Para a realização deste estudo, foram analisadas as fichas autobiográficas dos alunos, bem 
como a avaliação do final dos 1º e 2º Períodos deste ano letivo, com o objetivo de melhor 
caracterizar o objeto de estudo. 
Por outro lado, foram recolhidas as resoluções das tarefas realizadas pelos alunos, que 
apresentam evidências da sua compreensão, das suas dúvidas e dificuldades, durante a 
realização da tarefa. Estas produções escritas permitem analisar diferentes processos de 
resolução, diferentes estratégias adotadas. 
Registo áudio das aulas 
As aulas relativas à unidade de ensino em questão foram registadas em suporte áudio, no 
sentido de ter acesso aos diálogos existentes entre os alunos e entre os alunos e o professor, 
durante a resolução das tarefas e durante os momentos de discussão. 
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Notas de Campo 
As notas de campo são “o relato escrito daquilo que o investigador ouve, vê, experiencia e 
pensa no decurso da recolha e reflectindo sobre os dados de um estudo qualitativo” 
(Bogdan & Biklen, 1994, p. 150). 
As notas de campo utilizadas decorrem da observação direta das aulas e permitem ter 
acesso a alguns comportamentos e situações que ocorrem na aula e que não ficam 
registadas nas produções escritas dos alunos nem no registo áudio das aulas. 
4.5. Análise de dados 
A análise de dados incidiu sobre as produções escritas dos alunos relativas à resolução das 
tarefas, o registo áudio das aulas e as notas de campo. Com vista à sistematização dos 
dados começou por se categorizar as respostas dos alunos, tendo em conta a finalidade do 
estudo e as questões de investigação a que pretendo dar resposta. 
Segundo Vala (1986, p. 111), “a construção de um sistema de categorias pode ser feita a 
priori ou a posteriori, ou ainda através da combinação destes dois processos”. No primeiro 
caso, as categorias são criadas a partir dos problemas que se pretende estudar e das 
hipóteses formuladas; no segundo caso, as categorias são criadas à luz do quadro teórico e 
das hipóteses formuladas, mas tendo também em conta os dados recolhidos (Vala, 1986). 
Neste trabalho, a análise de dados foi estruturada a partir do problema de investigação, de 
onde surgiram duas categorias, baseadas nas questões de investigação colocadas: 1) 
dificuldades dos alunos no conceito de limite de uma função, 2) cálculo de limites que 
conduzem a situações de indeterminação. 
Dentro destas duas categorias, foram definidas subcategorias de análise. Para a primeira 
categoria, definiram-se as seguintes subcategorias: 
1.1.noção intuitiva de limite de uma função; 
1.2.relação entre a noção intuitiva de limite e a definição de limite de uma função num 
ponto, segundo Heine; 
1.3.a definição de limite de uma função, segundo Heine, envolvendo o infinito; 
1.4.aplicação da definição de limite de uma função, segundo Heine. 
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Para a segunda categoria, definiram-se as seguintes subcategorias: 
2.1.estratégias utilizadas pelos alunos para determinar o valor de limites de funções; 
2.2.conclusões sobre os símbolos de indeterminação e os valores dos limites de 
funções. 
Posteriormente, para cada uma destas subcategorias, identificaram-se vários tipos de 
resposta, de acordo com as semelhanças e diferenças existentes entre as respostas dos 
alunos, tal como se apresenta no Capítulo 5. 
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5. Análise e discussão dos dados 
Neste capítulo, serão apresentados e discutidos os principais dados obtidos neste estudo, 
essencialmente a partir das produções escritas dos alunos e complementados pelos registos 
das notas de campo. 
5.1. Dificuldades dos alunos no conceito de limite de uma função 
Neste subcapítulo, vamos focar-nos na análise dos dados relativos à primeira categoria de 
análise. Esta análise irá centrar-se nas duas primeiras tarefas “Limite de uma função 
segundo Heine” e “Limite de uma função segundo Heine – Aplicação”. 
5.1.1. Noção Intuitiva de Limite de uma função 
A noção intuitiva de limite de uma função, por parte dos alunos, foi analisada através das 
suas respostas à questão 1.a) da tarefa exploratória “Limite de uma função segundo 
Heine”. 
Como já foi referido, nesta questão, pretendia-se que os alunos intuíssem sobre o valor de 
alguns limites pedidos, partindo de uma representação gráfica das funções em causa e 
tendo em conta a noção intuitiva de limite, trabalhada nos 10º e 11º anos. Por outro lado, 
pedíamos que justificassem as suas repostas, no sentido de termos acesso à sua noção 
intuitiva de limite, à sua conceção de limite. 
A primeira função considerada é uma função real de variável real, definida por 
 ( )          
Os vários tipos de resposta considerados e a respetiva distribuição do número de alunos por 
tipo de resposta apresentam-se de seguida: 
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Tipo de resposta Número de alunos 
a) Considera o limite da função igual à imagem da função no 
ponto considerado 
10 
b) Associa o conceito de limite à existência de assíntotas do 
gráfico da função 
3 
c) Associa o conceito de limite à monotonia da função 2 
d) Indica um valor para o limite, mas não justifica 5 
e) Não responde 3 
Tabela 5.1: Tipos de resposta para a subcategoria 1.1 – função   
Apresentam-se, de seguida, exemplos de resoluções que traduzem cada um dos três 
primeiros tipos de resposta, respetivamente. 
 
Figura 5.1: Exemplo do tipo de resposta 1.1.a) – função   
Nesta resolução, o aluno apresenta uma representação gráfica da função, indicando a janela 
utilizada e o domínio da função. De seguida, apresenta o valor do limite pedido, 
justificando a sua resposta com o cálculo da imagem de  , pela função. 
 
Figura 5.2: Exemplo do tipo de resposta 1.1.b) – função   
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O aluno associa o conceito de limite à existência de assíntotas do gráfico de uma função. 
De facto, no 11º ano, os alunos ficam com uma noção intuitiva de limite, quando estudam 
as funções racionais. Talvez possamos dizer que a imagem conceptual de limite do aluno 
inclui o conceito de assíntota. 
 
Figura 5.3: Exemplo do tipo de resposta 1.1.c) – função   
Esta resposta aponta para o facto de o aluno estar a considerar a monotonia da função 
associada ao conceito de limite. De facto, na aula, o aluno que apresentou esta resposta 
insistia que o gráfico da função tinha uma assíntota vertical em    , sendo, contudo, 
chamada a sua atenção para o facto de a função   ser uma função polinomial. No entanto, 
o aluno afirmava que, ao aproximarmo-nos de  , a função “crescia mais rapidamente”. De 
facto, a representação gráfica obtida pelo aluno, se não tivermos espírito crítico, no sentido 
de confrontar os resultados obtidos com os nossos conhecimentos teóricos, poderá sugerir-
nos que existe uma assíntota vertical em    , devido à janela utilizada. No que diz 
respeito à resposta do aluno, a função tem, efetivamente, um “crescimento cada vez mais 
rápido” (derivada cada vez maior), a partir de    . 
Nesta questão, quase todos os alunos responderam corretamente. De facto, esta é uma 
função contínua em   e, portanto,    
   
  ( )   ( ). No entanto, os alunos ainda não 
tinham, nesta altura, conhecimentos sobre a definição de função contínua num ponto e, 
portanto, podemos dizer, tal como veremos para as restantes funções, que eles consideram 
maioritariamente o limite de uma função num ponto como sendo a imagem da função 
nesse ponto. 
A segunda função considerada é uma função real de variável real, definida por 
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 ( )  
     
   
 
Os vários tipos de resposta considerados e a respetiva distribuição do número de alunos por 
tipo de resposta apresentam-se de seguida: 
Tipo de resposta Número de alunos 
a) Considera o limite da função igual à imagem da função no 
ponto considerado 
10 
b) Indica corretamente o valor do limite, referindo ainda que a 
função não está definida no ponto considerado 
7 
c) Considera como limite da função um valor aproximado de   2 
d) Indica um valor para o limite, mas não justifica 2 
e) Não responde 2 
Tabela 5.2: Tipos de resposta para a subcategoria 1.1 – função   
No que diz respeito ao primeiro tipo de resposta, apresentamos as seguintes resoluções: 
 
Figura 5.4: Exemplo 1 do tipo de resposta 1.1.a) – função   
O aluno refere que o limite é impossível e dá “erro”. De facto, ao tentar obter, na 
calculadora gráfica a imagem, pela função, de  , a máquina apresenta a mensagem “Erro”, 
uma vez que a função não está definida neste ponto, não estando, no entanto, a 
representação gráfica que o aluno apresenta de acordo com este facto e com o domínio 
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indicado. Aqui, percebe-se claramente que o aluno considera que o limite de uma função é 
a imagem dessa função num ponto, referindo mesmo, o aluno que “quando    , o  ( ) 
é impossível”. Quando o aluno calcula, por processos analíticos, a imagem da função no 
ponto, obtém um símbolo de indeterminação, ainda desconhecido e ao qual associa 
impossibilidade. 
Um outro aluno refere que o limite não existe, considerando o facto de a função não estar 
definida no ponto considerado, mas refere que este limite é indeterminado. Vejamos: 
 
Figura 5.5 Exemplo 2 do tipo de resposta 1.1.a) – função   
Nesta resolução, podemos ver o que Maurice (2005) nos referia sobre a confusão que 
existe entre os termos “impossível” e “indeterminado”. De facto, o aluno refere que   não 
pertence ao domínio da função e, portanto, a função não está definida para    , o que se 
traduz numa situação de impossibilidade de cálculo da imagem da função neste ponto, mas 
escreve que o limite é indeterminado. Efetivamente, o cálculo deste limite, utilizando as 
regras operatórias sobre limites conduzirá a uma situação de indeterminação. No entanto, a 
resposta do aluno não nos remete para este tipo de raciocínio e, portanto, apesar de não 
estarmos a analisar dados relativos às situações de indeterminação, pareceu-nos pertinente 
analisar esta resposta em que o aluno contacta com uma situação de indeterminação sem a 
conhecer. 
Mas, para além dos dois exemplos apresentados, um aluno apresenta a seguinte resposta: 
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Figura 5.6: Exemplo 3 do tipo de resposta 1.1.a) – função   
O aluno verifica que o domínio da função é   * +, porque o denominador tem de ser 
diferente de  . Deste modo, assume que o denominador é diferente de   e substitui   por  , 
apenas no numerador, obtendo o valor  . Assim, como considera o denominador sempre 
diferente de   e obtém o quociente entre   e um número diferente de  , conclui que o 
limite da função, quando   tende para  , é  . 
O segundo tipo de resposta poderá ser ilustrado com a seguinte resposta: 
 
Figura 5.7: Exemplo do tipo de resposta 1.1.b) – função   
Nesta resposta, o aluno indica erradamente o domínio da função, sendo que a 
representação gráfica também não ilustra a situação apresentada no enunciado. No entanto, 
quando tenta calcular a imagem de  , pela função, apercebe-se que esta não existe, porque 
  não pertence ao domínio da função. Apesar disso, o aluno repara que, quando   tende 
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para  ,  ( ) tende para  , apesar de “não chegar lá, porque não existe  ( )”. Assim, o 
aluno considera que o limite pode não ser atingido. 
Para o terceiro tipo de resposta, considerámos a seguinte resposta: 
 
Figura 5.8: Exemplo do tipo de resposta 1.1.c) – função   
Nesta resolução, a representação gráfica que o aluno apresenta não traduz a situação 
considerada. Analisando a sua resposta, o aluno parece considerar que o limite tem de ser 
atingido. De facto, o aluno tenta, através de uma tabela de valores, determinar o valor do 
domínio da função mais próximo de  , utilizando uma determinada variação de valores de 
 , e considera, como limite da função, a imagem, pela função, desse ponto. Ao fazer isto, o 
aluno considera apenas valores inferiores a  , o que nos poderá também remeter para a 
ideia de intransponibilidade do limite. 
A terceira função considerada é uma função real de variável real, definida por 
 ( )  2
        
         
 
Os vários tipos de resposta considerados e a respetiva distribuição do número de alunos por 
tipo de resposta apresentam-se de seguida: 
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Tipo de resposta Número de alunos 
a) Considera o limite da função igual à imagem da função no 
ponto considerado 
11 
b) Considera   a tender para   apenas por valores inferiores 2 
c) Indica um valor para o limite, mas não justifica 5 
d) Não responde 5 
Tabela 5.3: Tipos de resposta para a subcategoria 1.1 - função   
No que diz respeito ao primeiro tipo de resposta, escolhemos a seguinte resposta para o 
ilustrar: 
 
Figura 5.9: Exemplo do tipo de resposta 1.1.a) – função   
Nesta resposta, o aluno considera que, quando   tende para   ,  ( ) tende para   e 
justifica, dizendo que, para qualquer valor entre    e  , incluindo os extremos (o aluno 
assinala o “igual a  ”, quando escreve “      ”), o valor da função é constante 
igual a  . 
O segundo tipo de resposta pode ser ilustrado pela seguinte resposta: 
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Figura 5.10: Exemplo do tipo de resposta 1.1.b) – função   
Esta resposta é do mesmo aluno considerado no terceiro tipo de resposta da função 
anterior. Mais uma vez, se verifica que o aluno considera que   está a tender para o ponto 
onde queremos calcular o limite apenas por valores inferiores, o que reforça a ideia de que 
a sua conceção de limite inclui a intransponibilidade do mesmo. 
A quarta função considerada é uma função real de variável real, definida por 
 ( )  {
      
        
 
Os vários tipos de resposta considerados e a respetiva distribuição do número de alunos por 
tipo de resposta apresentam-se de seguida: 
Tipos de resposta Número de alunos 
a) Considera o limite da função igual à imagem da função no 
ponto considerado 
9 
b) Associa o conceito de limite à monotonia da função 2 
c) Indica um valor para o limite, mas não justifica 9 
d) Não responde 3 
Tabela 5.4: Tipos de resposta para a subcategoria 1.1 - função   
Para o primeiro tipo de resposta, apresentamos a seguinte resolução: 
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Figura 5.11: Exemplo do tipo de resposta 1.1.a) – função   
Nesta resposta, mais uma vez nos aparece o limite da função, no ponto considerado, igual à 
imagem da função nesse ponto. 
No que diz respeito ao segundo tipo de resposta, apresentamos as seguintes resoluções: 
 
Figura 5.12: Exemplo 1 do tipo de resposta 1.1.b) – função   
O aluno verifica que, em    , há uma mudança de ramo da função e que      tende 
para    (mas, isto acontece, quando   tende para   ) e, portanto, tudo indica que o 
aluno está a considerar a monotonia da função. Deste modo, esta resposta advém do facto 
de o aluno verificar que o segundo ramo da função é crescente. 
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Figura 5.13: Exemplo 2 do tipo de resposta 1.1.b) – função   
Nesta resposta, o aluno tem também em consideração a monotonia da função. Assim, 
considera o intervalo em que a função é decrescente e refere que, nesse intervalo, as 
imagens da função tendem para  , que é o mínimo da função. Já no intervalo -   -, o 
aluno refere que  ( ) tende para   e, de facto, no referido intervalo, as imagens da função 
“crescem” desde   até  . 
 
5.1.2. Relação entre a noção intuitiva de limite e a definição de limite de uma 
função num ponto, segundo Heine 
Os resultados desta subcategoria foram obtidos através da análise da questão 1.b) da tarefa 
“Limite de uma função segundo Heine”, onde se pretendia que os alunos relacionassem as 
conclusões que retirassem da animação já referida e da tabela a preencher, e relacionassem 
essas conclusões com a noção intuitiva de limite, como forma de os levar à definição de 
limite de uma função num ponto, segundo Heine. 
Nesta alínea, a maioria dos alunos preencheu corretamente as tabelas apresentadas, sendo 
que apenas 4 alunos não preencheram a totalidade das tabelas. 
As conclusões retiradas, nesta questão, pela maioria dos alunos não refletem um 
entendimento da relação existente entre a noção intuitiva de limite, que já tinham, com a 
animação apresentada, pois os alunos indicam o valor do limite da função 
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independentemente dos valores dos limites das sucessões consideradas. De facto, a maioria 
dos alunos indica o valor do limite da função recorrendo à resposta à questão anterior. No 
entanto, 3 alunos apresentaram respostas, onde se pode verificar alguma relação entre os 
dois aspetos focados. A resposta que mais se aproxima da pretendida, e que foi apresentada 
por 2 alunos, é a seguinte: 
 
Figura 5.14: Exemplo 1 de resposta da subcategoria 1.2 
Na primeira alínea da questão 1 da tarefa, o aluno já tinha respondido que    
   
  ( )    e, 
portanto, em relaçao à função   (que era a primeira que, à partida, poderia gerar algum 
conflito), o aluno apresentou a mesma resposta, indicando também os valores dos limites 
das sucessões consideradas. 
A resposta à questão 1.b) apresentada para a função   é a que melhor mostra que o aluno 
estabelece uma relação entre a noção intuitiva de limite e a animação apresentada e a 
tabela preenchida. Efetivamente, o aluno apercebeu-se que as sucessões de objetos da 
função consideradas tendiam ambas para   , mas a sucessão (  )    tende para    por 
valores inferiores e a sucessão (  )    tende para    por valores superiores. Ao analisar o 
limite das respetivas sucessões de imagens, o aluno percebeu que     (  )     e que 
    (  )   . Deste modo, associou o limite de cada uma destas sucessões a um dos 
limites laterais da função   no ponto de abcissa   , sendo o primeiro associado ao limite à 
esquerda e o segundo associado ao limite à direita. 
Inicialmente, como nos apercebemos pela figura, o aluno tinha indicado, para o limite da 
função no ponto de abcissa  , o valor   (que corresponde à imagem da função no ponto de 
abcissa    e que corresponde à sua resposta na alínea 1.a)). No entanto, ao aperceber-se 
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que os limites laterais eram diferentes, não apresentou qualquer valor para o limite da 
função no ponto considerado. De facto, já no 11º ano, os alunos tinham trabalhado a noção 
intuitiva de limites laterais. 
Um outro aluno também se apercebe deste facto e apresenta a seguinte resposta: 
 
Figura 5.15: Exemplo 2 de resposta da subcategoria 1.2 
Apesar de a resposta estar um pouco confusa, esta leva-nos a crer que o aluno está a 
considerar o teorema da unicidade do limite, pois refere que não há um limite comum e, 
posteriormente, escreve que se está a referir aos limites laterais. Deste modo, pensamos 
que quererá dizer que, como os limites laterais são diferentes, então o limite pedido não 
existe. 
A propósito da questão dos limites laterais, após o preenchimento da tabela relativa à 
função  , enquanto tentava retirar conclusões relativas aos limites das sucessões de 
imagens, pela função, dos termos das sucessões de objetos consideradas, surgiu também 
uma dúvida a um aluno, que foi registada nas notas de campo e que nos remete, uma vez 
mais, para a questão da intransponibilidade do limite. Apresenta-se, em primeiro lugar, a 
tabela que deu origem a este diálogo: 
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Figura 5.16: Tabela preenchida por um aluno na alínea 1.b) – função   
Aluno 1: “Professora, a sucessão  (  ) tende para   , mas qual é o limite da sucessão 
 (  )?” 
Professora: “Analisa bem os termos da sucessão que calculaste. Estão a tender para algum 
valor?” 
Aluno 1: “Eles são cada vez mais próximos de 16, mas são maiores…” 
Aluno 2: “Então, esta [referindo-se à sucessão  (  )] tende para    por valores mais 
pequenos que    e a outra [referindo-se à sucessão  (  )] tende para    por valores 
maiores.” 
Perante esta resposta por parte do aluno 2, o aluno 1 refere ter compreendido que o limite 
de uma sucessão poderia ser um valor inferior aos seus termos. Mais, uma vez, temos uma 
evidência da ideia de intransponibilidade do limite. 
Uma resposta, que, no nosso entender, poderá justificar o facto de o aluno que a deu não 
ter encontrado a relação pretendida, é a seguinte: 
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Figura 5.17: Exemplo 3 de resposta da subcategoria 1.2 
O aluno refere que as sucessões tendem para um determinado valor (que é o seu limite). 
No caso da função  , o aluno refere que a função atinge aquele valor. Para as restantes 
funções, o aluno faz o mesmo tipo de análise, considerando, nesta linha de pensamento, 
que    
   
  ( ) não existe, porque variável independente não assume o valor  . Vejamos a 
sua resposta relativa à função  : 
 
Figura 5.18: Exemplo 4 de resposta da subcategoria 1.2 
Perante estas respostas e respostas semelhantes para as restantes funções, parece-nos que o 
aluno vê o limite como um processo, pois, no caso das sucessões, refere que estas tendem 
para o seu limite; no caso das funções, refere o facto de o limite ser ou não atingido. Tanto 
num caso como no outro somos remetidos, pelas palavras do aluno, para um processo. A 
utilização da expressão “tende para” remete-nos, de acordo com Cornu (1983), para a ideia 
de algo que é difícil de atingir ou que não é mesmo atingido. Por outro lado, o aluno parece 
considerar o limite de uma função como algo que tem, de facto, de ser atingido. Deste 
modo, não se verifica a relação pretendida, pois o aluno não identifica o limite da função 
com os limites das sucessões consideradas. 
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5.1.3. A definição de limite de uma função, segundo Heine, envolvendo o infinito 
Depois de discutidas as questões anteriores, foi proposto aos alunos que resolvessem 
questões relacionadas com o cálculo de limites de funções, envolvendo o infinito, ou seja, 
que determinassem limites infinitos e que determinassem limites quando   tende para    
ou  . 
Assim, nesta subcategoria, analisámos as questões 2 e 3 da tarefa “Limite de uma função 
segundo Heine”. 
Na pergunta 2 da tarefa, foi pedido aos alunos que preenchessem uma tabela semelhante às 
da alínea 1.b), relativa à função   apresentada anteriormente e retirassem conclusões 
semelhantes, mas desta vez, relativas aos valores de    
    
 ( ) e    
    
  ( ). Todos os 
alunos preencheram a tabela e a maioria conseguiu retirar conclusões. Apenas 2 alunos não 
retiraram qualquer conclusão. Do total de alunos, 3 apenas concluíram sobre o limite das 
sucessões de imagens, pela função, dos termos das sucessões de objetos consideradas e 2 
apenas retiraram conclusões relativamente aos limites da função pedidos. Durante a 
resolução desta questão, os alunos tiveram algumas dificuldades. De facto, não estavam a 
associar a situação apresentada ao que tinham visto antes para limites finitos ou limites 
quando   tende para um número real. No entanto, a professora referiu que o que se 
pretendia era perceber o que acontecia quando tínhamos    
   
  ( )    e, pelo menos, um 
dos valores   e/ou   é infinito. 
Depois deste esclarecimento, surgiram então as respostas dos alunos. Independentemente 
de terem ou não respondido à totalidade da questão, a maioria das respostas ou partes de 
resposta apresentadas foram corretas. Apenas um aluno apresentou a seguinte resposta: 
 
Figura 5.19: Exemplo de resposta da subcategoria 1.3 – questão 2 
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Perante esta resposta, questionamo-nos relativamente ao cálculo de limites de sucessões ou 
à compreensão da definição de limite de uma função, segundo Heine, uma vez que esta 
relação já tinha sido estudada para limites em que   tende para um número real. 
Graficamente, o aluno percebeu que, quando   tende para   ,  ( ) tende para    e que, 
quando   tende para   ,  ( ) tende para   . No entanto, ao apresentar estes valores 
para os limites das sucessões, tudo aponta para que não esteja a relacionar os limites das 
sucessões apresentadas com o limite da função. Por outro lado, poderá não ter presente o 
cálculo de limites de sucessões. 
Na questão 3, era apresentada uma função real de variável real, definida por 
 ( )    
 
   
 
e pedíamos aos alunos para que, partindo de uma representação gráfica da mesma (alínea 
3.a)), indicassem o valor de alguns limites. O tipo de resposta dos alunos, nesta questão, foi 
muito variado e conseguimos percebê-lo, uma vez mais, através das suas justificações. 
Procedemos à análise das resoluções dos alunos relativas à alínea 3.b)1). As resoluções 
adotadas pelos alunos para as alíneas 3.b)2), 3.b)3) e 3.b)4) são semelhantes. 
Os vários tipos de resposta considerados e a respetiva distribuição do número de alunos por 
tipo de resposta apresentam-se de seguida: 
Tipo de resposta Número de alunos 
a) Utiliza uma representação gráfica da função 4 
b) Utiliza uma tabela de valores  5 
c) Relaciona o conceito de limite com o conceito de assíntota 6 
d) Utiliza sucessões particulares 3 
e) Indica um valor para o limite, mas não justifica 5 
Tabela 5.5: Tipos de resposta para a subcategoria 1.3 – alínea 3.b)1) 
Para o primeiro tipo de resposta, escolhemos a seguinte resolução: 
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Figura 5.20: Exemplo do tipo de resposta 1.3.a) – alínea 3.b)1) 
 
 
Figura 5.21: Representação gráfica relativa à resolução da figura 5.20 
Tal como o aluno refere, analisou a representação gráfica da função e verificou o que 
acontecia ao valor das imagens, à medida que   tendia para o valor pretendido. 
O segundo tipo de resposta pode ser ilustrado pela seguinte resolução: 
 
Figura 5.22: Exemplo do tipo de resposta 1.3.b) – alínea 3.b)1) 
O aluno observou, na tabela que obteve na calculadora, o que acontecia aos valores das 
imagens da função, à medida que os valores de   tendiam para   por valores inferiores. 
Para o terceiro tipo de resposta, considerámos a seguinte resolução: 
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Figura 5.23: Exemplo do tipo de resposta 1.3.c) – alínea 3.b)1) 
O aluno apercebe-se que a reta de equação     é assíntota vertical do gráfico da função, 
justificando o valor do limite com este facto. Notam-se, contudo, nesta resposta, algumas 
imprecisões de linguagem. 
O quarto tipo de resposta poderá ser ilustrado pela seguinte resolução: 
 
Figura 5.24: Exemplo do tipo de resposta 1.3.d) – alínea 3.b)1) 
Nesta fase da trajetória didática, ainda não tinha sido formalizada a definição de limite de 
uma função, segundo Heine. À semelhança das questões anteriores, o aluno apresenta uma 
sucessão de valores do domínio que tende, neste caso, para   por valores inferiores e indica 
o limite da respetiva sucessão das imagens, pela função. 
Na alínea 3.c), quando questionados sobre o valor do limite da função  , quando   tende 
para  , as respostas também são muito variadas. Vejamos: 
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Tipo de resposta Número de alunos 
a) Justifica a não existência de limite pela não igualdade dos 
limites laterais 
12 
b) Não tem em conta a unicidade do limite 3 
c) Não conclui sobre o valor do limite pedido, mas associa os 
valores obtidos à existência de uma assíntota vertical do 
gráfico da função 
3 
d) Conclui que o limite é infinito 1 
e) Conclui que o limite não existe, mas não justifica 1 
f) Não responde 3 
Tabela 5.6: Tipos de resposta para a subcategoria 1.3 – alínea 3.c) 
No que diz respeito ao primeiro tipo de resposta, considerámos a seguinte resolução: 
 
Figura 5.25: Exemplo do tipo de resposta 1.3.a) – alínea 3.c) 
A igualdade dos limites laterais é uma condição necessária para a existência de limite de 
uma função num ponto e já tinha sido referida na discussão da questão 1 desta tarefa. 
O segundo tipo de resposta pode ser ilustrado pela seguinte resolução: 
 
Figura 5.26: Exemplo do tipo de resposta 1.3.b) – alínea 3.c) 
Apesar da incorreção de linguagem, o aluno refere que a reta de equação     é assíntota 
vertical do gráfico da função e, portanto, conclui que, quando   tende para  , a função 
“tem 2 limites”. A partir desta resposta, podemos inferir que a imagem conceptual de 
assíntota vertical do aluno inclui o facto de o limite ser infinito com sinais diferentes, 
quando   tende para o ponto considerado, por valores inferiores ou superiores. 
O terceiro tipo de resposta pode ser ilustrado pela seguinte resolução: 
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Figura 5.27: Exemplo do tipo de resposta 1.3.c) – alínea 3.c) 
O aluno refere que tem de calcular o limite à direita e à esquerda de    , porque existe 
uma assíntota vertical do gráfico da função, de equação    . 
Para o quarto tipo de resposta, temos a seguinte resolução: 
 
Figura 5.28: Exemplo do tipo de resposta 1.3.d) – alínea 3.c) 
O aluno refere que, quando   tende para  , o limite é infinito, ainda que, quando   tende 
para 4 por valores inferiores, o limite da função seja   , e quando   tende para 4 por 
valores superiores, o limite da função seja   . 
 
5.1.4. Aplicação da definição de limite de uma função, segundo Heine 
Depois de formalizada a definição de limite de uma função, segundo Heine, foi proposta, 
aos alunos, uma tarefa de aplicação (“Definição de Limite de uma Função segundo Heine – 
Aplicação”) da referida definição, constituída por questões adaptadas de Exames 
Nacionais. 
Os alunos resolveram sozinhos a primeira questão, que foi depois discutida na aula, uma 
vez que estavam a surgir muitas dúvidas. Deste modo, as restantes questões foram 
resolvidas já com alguma orientação e, portanto, apenas analisámos a primeira questão da 
tarefa, pois é aquela em que se pode ver quais são, de facto, as dificuldades dos alunos. 
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Esperava-se que os alunos verificassem qual o limite da sucessão (  )   , definida por 
   
 
 
. Ao verificarem que os termos desta sucessão tendem para   por valores superiores, 
os alunos deveriam determinar, a partir da representação gráfica apresentada,    
    
  ( ). 
Como os termos da referida sucessão são pontos do domínio da função  , diferentes de  , 
mas que tendem para   por valores superiores, então     (  )     
    
  ( ). 
Perante as respostas dadas, pudemos definir vários tipos de resposta, que se apresentam na 
tabela seguinte: 
Tipo de resposta Número de alunos 
a) Aplica corretamente a definição de limite 15 
b) Considera o limite igual à imagem da função no ponto 2 
c) Não tem em conta se a sucessão (  )    tende para   por 
valores inferiores ou superiores, o que leva a que considere 
que não existe limite da sucessão ( (  )), uma vez que 
conclui    
    
  ( )     
    
  ( ). 
2 
d) Não tem em conta se a sucessão (  )    tende para   por 
valores inferiores ou superiores, considerando, no entanto, 
que     (  )   . 
1 
e) confunde o limite da sucessão  (  ) com o limite da 
função. 
3 
Tabela 5.7: Tipos de resposta para a subcategoria 1.4 
Um exemplo do primeiro tipo de resposta é o seguinte: 
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Figura 5.29: Exemplo do tipo de resposta 1.4.a) 
O aluno verificou qual o limite da sucessão (  )    e percebeu que esta sucessão tendia 
para   por valores superiores. Deste modo, associou o limite da sucessão ( (  )) a 
   
    
  ( ), que viu, graficamente, que era  . 
O segundo tipo de resposta pode ser ilustrado pela seguinte resolução: 
 
Figura 5.30: Exemplo do tipo de resposta 1.4.b) 
O aluno calcula corretamente o limite da sucessão (  )   , não tendo, contudo, em conta 
que (  )    tende para   por valores superiores. Além disso, considera que o limite da 
função no ponto de abcissa   é  , porque é a imagem da função no ponto de abcissa  . 
Para o terceiro tipo de resposta, selecionámos a seguinte resolução: 
 
Figura 5.31: Exemplo do tipo de resposta 1.4.c) 
Ao referir que não existe apenas um limite, o aluno está a referir-se, de acordo com o 
registo nas notas de campo, ao facto de os limites laterais serem diferentes, pois não tem 
em consideração que a sucessão (  )    tende para   apenas por valores superiores. 
O quarto tipo de resposta pode ser ilustrado pela seguinte resolução: 
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Figura 5.32: Exemplo do tipo de resposta 1.4.d) 
Ao analisar a representação gráfica da função  , o aluno conclui que os limites, à esquerda 
e à direita, são iguais, apesar de, na realidade, não o serem. Talvez possam estar presentes 
dificuldades associadas à análise de uma representação gráfica de uma função. 
Para o quinto tipo de resposta, elegemos as seguintes resoluções: 
 
Figura 5.33: Exemplo 1 do tipo de resposta 1.4.e) 
O aluno associa os termos da sucessão (  )    a valores do domínio da função e os 
termos da sucessão ( (  )) às imagens, pela função, dos termos da sucessão  (  )   . No 
entanto, para o aluno, parece ser indistinto se estamos a falar no limite da sucessão ou da 
função. 
 
Figura 5.34: Exemplo 2 do tipo de resposta 1.4. e) 
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Nesta resposta, o aluno também associa os termos da sucessão (  )    a objetos da função 
  e os termos da sucessão ( (  )) às imagens, pela função, dos termos da sucessão 
(  )   . No entanto, não consegue explicar a distinção entre o limite da função e o limite 
da sucessão. Por outro lado, este aluno refere que o limite pedido é  , apesar de   não 
pertencer ao domínio da função. Pensamos que isto se poderá dever a alguma dificuldade 
na interpretação da representação gráfica da função, uma vez que o valor   em causa é um 
valor do conjunto de chegada da função. 
5.2. Cálculo de limites que conduzem a situações de indeterminação 
Para introduzir a noção de indeterminação associada ao cálculo de limites de funções, foi 
proposta aos alunos uma tarefa exploratória (“Indeterminações”), como explicado no 
Capítulo 3. Assim, vamos proceder à análise das respostas dos alunos a essa tarefa. 
Cada questão da tarefa diz respeito a um dos quatro tipos de indeterminação que fazem 
parte do Programa de Matemática A do 12º ano. Para cada um destes tipos de 
indeterminação, vamos analisar as estratégias que os alunos utilizam para calcular o limite 
que conduz a essa indeterminação e as conclusões que os alunos retiram sobre o limite das 
funções para as quais a utilização das regras operatórias sobre limites conduz a cada uma 
das situações de indeterminação. A questão de investigação que deu origem a esta 
categoria de análise refere-se às estratégias utilizadas pelos alunos. No entanto, ao 
analisarmos as conclusões que os alunos retiraram, considerámos também pertinente 
analisá-las. 
Esta tarefa foi resolvida apenas por 22 alunos, uma vez que um dos alunos faltou à aula. 
5.2.1. Estratégias utilizadas pelos alunos para determinar o valor de limites de 
funções 
Neste ponto, vamos analisar, para cada questão da tarefa, as estratégias utilizadas pelos 
alunos para calcular o valor de limites de funções, para as quais a utilização das regras 
operatórias sobre limites conduz a situações de indeterminação. 
Na questão 1, relativa à indeterminação do tipo 
 
 
, os alunos utilizaram as seguintes 
estratégias: 
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a) Representação gráfica (11 alunos) 
Os alunos obtiveram representações gráficas das funções, na calculadora gráfica, e 
indicaram apenas o valor do limite, para cada uma das alíneas. 
b) Transformações algébricas (11 alunos) 
Apresentam-se, de seguida, exemplos de resoluções: 
 
Figura 5.35: Exemplo 1 do tipo de resposta 2.1.b) – questão 1 
Apesar das imprecisões em termos de simbologia, o aluno transformou as 
expressões algébricas que definem as funções, por forma a conseguir calcular os 
limites pretendidos, sem obter o símbolo de indeterminação 
 
 
. 
À semelhança deste aluno, a maioria dos alunos que utilizou transformações 
algébricas recorreu a conhecimentos anteriores, como os casos notáveis da 
multiplicação e a divisão de polinómios (para realizar esta divisão, os alunos 
utilizaram a regra de Ruffini). 
Dois alunos utilizaram, para as duas primeiras alíneas, esta estratégia, mas, na 
terceira alínea, não conseguiram transformar a função, de forma a conseguirem 
calcular o limite e, portanto, utilizaram uma representação gráfica da função para 
determinar o referido limite. 
Um dos alunos, nas alíneas a) e b), estava a seguir o mesmo raciocínio da resolução 
apresentada. No entanto, pensamos que não terá compreendido por que motivo, ao 
utilizar as regras operatórias, obteria o símbolo 
 
 
, uma vez que não conseguiu 
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compreender que, na alínea c), bastaria realizar a divisão do polinómio que está em 
denominador pelo polinómio que está em numerador (que era o fator comum) para 
levantar a indeterminação, abandonando, desta forma esta estratégia. 
O outro aluno estava a realizar transformações algébricas diferentes. Vejamos: 
 
Figura 5.36: Exemplo 2 do tipo de resposta 2.1.b) – questão 1 
O aluno, na primeira alínea, colocou   em evidência. De facto, esta transformação 
resultou para a primeira alínea, mas, na segunda alínea, o aluno não conseguiu 
chegar ao mesmo valor que observou graficamente, através da utilização desta 
transformação. Deste modo, procurou uma outra transformação que lhe permitisse 
obter o valor que inferiu graficamente, acabando por utilizar a mesma 
transformação que os restantes alunos. 
À semelhança do aluno referido anteriormente, este aluno também parece não ter 
compreendido o motivo pelo qual, ao utilizar as regras operatórias, obtinha o 
símbolo 
 
 
, uma vez que não conseguiu realizar nenhuma transformação algébrica 
que lhe permitisse calcular o valor do limite pedido na alínea c). Talvez também 
por este motivo, tenha iniciado a sua resolução por transformações que não 
traduzem o significado real da indeterminação do tipo 
 
 
. 
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Na questão 2, relativa à indeterminação do tipo 
 
 
, os alunos utilizaram as seguintes 
estratégias: 
a) Representação gráfica (21 alunos) 
Os alunos obtiveram uma representação gráfica da função na calculadora gráfica e 
concluíram graficamente sobre o valor do limite pedido. 
b) Transformações algébricas (1 aluno) 
 
Figura 5.37: Exemplo do tipo de resposta 2.1.b) – questão 2 
Em todas as alíneas, o aluno coloca em evidência, no numerador e no denominador, 
a parte literal do termo de maior grau que aparece na fração. Deste modo, consegue 
levantar a indeterminação. Apesar de não ter sido esta a técnica de levantamento de 
indeterminações deste tipo que se abordou na aula, esta é também uma forma de 
levantar indeterminações do tipo 
 
 
, quando as funções em numerador e 
denominador são polinómios. E, de facto, ainda não tinha sido apresentada 
nenhuma técnica de levantamento de indeterminações aquando da resolução desta 
tarefa. 
Na questão 3, relativa à indeterminação do tipo   , todos os alunos que responderam 
(19 alunos) utilizaram uma representação gráfica de cada função e, a partir da mesma, 
determinaram o valor do limite da função. Os restantes 3 alunos não responderam à 
questão. 
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Na questão 4, relativa à indeterminação do tipo    , os alunos utilizaram as seguintes 
estratégias: 
a) Representação gráfica (18 alunos) 
Os alunos utilizaram uma representação gráfica da função para indicar o valor de 
cada limite pedido. 
b) Transformações algébricas (1 aluno) 
 
Figura 5.38: Exemplo do tipo de resposta 2.1.b) – questão 4 
Esta resposta corresponde ao aluno que apresentou uma resolução do mesmo tipo 
na questão 2. No entanto, apesar de, em todas as alíneas, após a transformação 
inicial, se obter uma indeterminação do tipo 
 
 
, o aluno não utilizou a mesma 
técnica de levantamento de indeterminações que utilizou na questão 2 
(indeterminação do tipo 
 
 
). Isto leva-nos a crer que o aluno utiliza, um pouco 
arbitrariamente, transformações algébricas que lhe permitam levantar a 
indeterminação em cada situação. 
c) Não responde (3 alunos) 
 
5.2.2. Conclusões sobre os símbolos de indeterminação e os valores dos limites de 
funções 
Neste ponto, vamos analisar, para cada questão da tarefa, as conclusões que os alunos 
retiram sobre os símbolos de indeterminação e os valores dos limites de funções. 
Na questão 1, relativa à indeterminação do tipo 
 
 
, os alunos retiraram as seguintes 
conclusões: 
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Tipo de resposta Número de alunos 
a) Conclui que podemos obter diferentes valores para os 
limites 
2 
b) Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um 8 
c) Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um ou não 
existir 
1 
d) Refere que se trata de uma situação de indeterminação/é 
indeterminado 
6 
e) Refere que não pode concluir nada 2 
f) Não responde 3 
Tabela 5.8: Tipos de resposta para a subcategoria 2.2 – questão 1 
Na questão 2, relativa à indeterminação do tipo 
 
 
, os alunos retiraram as seguintes 
conclusões: 
Tipo de resposta Número de alunos 
a) Conclui que podemos obter diferentes valores para os 
limites 
2 
b) Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um 7 
c) Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um ou não 
existir 
1 
d) Refere que se trata de uma situação de indeterminação/é 
indeterminado 
5 
e) Refere qual é o valor do limite, consoante o grau dos 
polinómios em questão 
2 
f) Refere que não pode concluir nada 2 
g) Não responde 3 
Tabela 5.9: Tipos de resposta para a subcategoria 2.2 – questão 2 
Seguem-se alguns exemplos de resposta que ajudam a melhor compreender alguns tipos de 
resposta ou que, de algum modo, revelam alguns conflitos dos alunos. 
No que diz respeito ao quarto tipo de resposta, apresentamos o seguinte exemplo de 
resolução: 
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Figura 5.39: Exemplo do tipo de resposta 2.2.d) – questão 2 
Nesta resposta, está presente, uma vez mais, a utilização indistinta que alguns alunos fazem 
dos termos “indeterminação” e “impossível” (ou “não tem limite”), enunciada por Maurice 
(2005). 
Para melhor se compreender o quinto tipo de resposta, aqui fica uma das respostas deste 
tipo: 
 
Figura 5.40: Exemplo do tipo de resposta 2.2.e) – questão 2 
Nesta resposta, o aluno enuncia a regra de cálculo de limites de funções racionais que 
conduzem a situações de indeterminação deste tipo que aparece em muitos manuais 
escolares. Na implementação desta unidade de ensino, explicou-se o levantamento de 
indeterminações deste tipo, recorrendo ao apresentado no Capítulo 2. De qualquer forma, 
neste momento, ainda não tinham sido introduzidas as regras de levantamento de 
indeterminações deste tipo. 
Na questão 3, relativa à indeterminação do tipo    , os alunos retiraram as seguintes 
conclusões: 
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Tipo de resposta Número de alunos 
a) Conclui que podemos obter diferentes valores para os 
limites 
2 
b) Refere alguns valores específicos para os limites 5 
c) Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um 5 
d) Refere que não pode concluir nada 2 
e) Não responde 8 
Tabela 5.10: Tipos de resposta para a subcategoria 2.2 – questão 3 
Seguem-se alguns exemplos de resposta que ajudam a melhor compreender alguns tipos de 
resposta ou que, de algum modo, revelam alguns conflitos dos alunos. 
Quanto ao segundo tipo de resposta, incluímos os alunos que referiram os valores que 
obtiveram em cada uma das alíneas, como por exemplo: 
 
Figura 5.41: Exemplo 1 do tipo de resposta 2.2.b) – questão 3 
Por outro lado, também se considerou a seguinte reposta, apenas dada por um aluno: 
 
Figura 5.42: Exemplo 2 do tipo de resposta 2.2.b) – questão 3 
Esta resposta apresenta evidências de que o aluno estará a considerar o símbolo de infinito 
como um número. 
Na questão 4, relativa à indeterminação do tipo    , os alunos retiraram as seguintes 
conclusões:
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Tipo de resposta Número de alunos 
a) Conclui que podemos obter diferentes valores para os 
limites 
1 
b) Refere alguns valores específicos para os limites 3 
c) Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um 6 
d) Refere que não pode concluir nada 2 
Não responde 10 
Tabela 5.11: Tipos de resposta para a subcategoria 2.2 – questão 3 
Seguem-se alguns exemplos de resposta que ajudam a melhor compreender alguns tipos de 
resposta ou que, de algum modo, revelam alguns conflitos dos alunos. 
No segundo tipo de resposta, por exemplo, incluem-se os alunos que referiram os valores 
que obtiveram em cada uma das alíneas. Mas também respostas como a seguinte: 
 
Figura 5.43: Exemplo do tipo de resposta 2.2.b) – questão 4 
Esta resposta é do mesmo aluno que apresentou uma resposta semelhante para a 
indeterminação do tipo     e, mais uma vez, nos apercebemos que o aluno lida com o 
símbolo de infinito como se de um número se tratasse. 
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6. Conclusões 
Neste capítulo, apresento os principais resultados e conclusões do estudo, no sentido de 
responder às questões de investigação. Começo por apresentar uma breve síntese do 
estudo, apresentando, de seguida, as respostas às questões de investigação. Por fim, faço 
uma pequena reflexão sobre o desenvolvimento deste estudo, apresentando algumas das 
suas limitações e implicações. 
Este estudo teve como principal finalidade analisar as dificuldades que os alunos revelam 
durante o desenvolvimento da unidade de ensino: Teoria de limites. Para isso, procedeu-se 
à planificação e implementação da unidade de ensino referida, na turma do 12º ano da 
orientadora de estágio da investigadora. Esta unidade de ensino desenvolveu-se em torno 
de tarefas de caráter exploratório, para a introdução de conceitos, mas também incluiu 
tarefas de aplicação, depois de introduzidos os conceitos. 
Este estudo tem uma natureza empírica e um caráter descritivo e interpretativo, no sentido 
de se descrever e dar sentido às dificuldades encontradas durante o desenvolvimento da 
unidade de ensino, na turma em questão, tendo por base a fundamentação teórica deste 
trabalho. A recolha de dados foi realizada a partir das produções escritas dos alunos 
(resolução das tarefas), da observação das aulas (cujas informações foram registadas na 
forma de notas de campo) e do registo áudio das mesmas. A análise de dados incidiu sobre 
toda a turma, no sentido de se conhecer as dificuldades existentes entre os alunos. 
6.1. Que dificuldades revelam os alunos sobre o conceito de limite de 
uma função? 
No sentido de responder a esta questão de investigação, dividimos a categoria resultante 
desta questão em várias subcategorias, para as quais apresento as principais conclusões: 
1.1.Noção intuitiva de limite de uma função 
A noção intuitiva de limite foi trabalhada com os alunos nos 10º e 11º anos e, portanto, 
utilizámo-la para tentar aceder às conceções dos alunos, no que diz respeito ao 
conceito de limite de uma função, antes de ser formalizado o conceito. 
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De um modo geral, podemos ver que as conceções identificadas nos alunos, no que diz 
respeito ao conceito de limite de uma função real de variável real são: 
1. Considera o limite da função igual à imagem da função no ponto considerado. 
2. Associa o conceito de limite à existência de assíntotas do gráfico da função. 
3. Associa o conceito de limite à monotonia da função. 
4. Considera como limite da função um valor aproximado do verdadeiro limite, 
quando a função não está definida no ponto considerado. 
5. Considera o limite como algo intransponível. 
6. Considera que o limite pode ou não ser atingido. 
7. Considera o limite como algo que tem de ser atingido. 
De todas estas conceções, a mais comum é a primeira. 
Algumas destas conceções já tinham sido identificadas em alguns estudos referidos no 
Capítulo 2 deste trabalho. A conceção 1 foi identificada por Thabane (1998) e Laridon 
(1992), citados por Jordaan (2005); as conceções 5 e 6 foram identificadas por Cornu 
(1983); a conceção 4 poderá estar associada à ideia de limite como processo (Tall & 
Vinner, 1992, 1994). Por outro lado, esta última conceção também se poderá incluir 
numa das conclusões de Maurice (2005), que refere que os alunos veem, muitas vezes, 
o limite como uma aproximação. A conceção 7 está relacionada com a 6. No entanto, 
houve alunos que identificaram o limite da função   corretamente e, portanto, para 
eles, o limite poderá ser ou não atingido consoante a função (por exemplo, para a 
função  , consideraram que limite é atingido, porque corresponde à imagem da função 
no ponto de abcissa  ), estando, assim, na conceção 6; enquanto que, para outros 
alunos, o limite da função tem de ser atingido, como aconteceu com os alunos que 
indicaram o limite como uma valor aproximado ou conforme se pode ver nas 
resoluções apresentadas nas figuras 5.17 e 5.18, e, portanto, estamos na conceção 7. 
No que diz respeito às conceções 2 e 3, não as identificámos em nenhum trabalho 
anterior. De facto, no que diz respeito à conceção 2, há trabalhos que falam das 
assíntotas do gráfico de uma função associadas às situações de indeterminação, mas 
neste momento do trabalho, ainda não tínhamos abordado o assunto das 
indeterminações. Por outro lado, a forma como os alunos fazem esta associação nada 
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tem a ver com situações de indeterminação. De qualquer forma, este tipo de 
abordagem faz todo o sentido, quando, no ano letivo anterior, os alunos abordaram a 
noção intuitiva de limite de uma função associada ao estudo de funções racionais. 
Quanto à conceção 3, também não a identificámos em nenhum estudo anterior. As 
respostas inseridas nesta conceção surgem de uma forma muito pontual, não se 
conseguindo encontrar um padrão entre elas. 
1.2.Relação entre a noção intuitiva de limite e a definição de limite de uma função, 
segundo Heine 
Nesta subcategoria, percebeu-se que houve alguma dificuldade de os alunos 
relacionarem a noção intuitiva de limite com a animação que ilustrava, com exemplos 
particulares, a ideia da definição de limite de uma função, segundo Heine. Apenas 
alguns alunos associaram o limite de cada uma das sucessões consideradas a um dos 
limites laterais da função. 
Na análise desta questão, apercebemo-nos, através da resposta de um aluno, que ele 
tem conceções bastante diferentes sobre o limite de uma sucessão e de uma função e 
talvez seja esse o motivo de não ter conseguido relacionar a noção intuitiva de limite 
de uma função com a animação apresentada e os valores dos limites das sucessões 
com o valor do limite da função. De facto, para ele o limite de uma sucessão pode não 
ser atingido, ao contrário do limite de uma função. No entanto, para muitos outros 
alunos, não conseguimos, a partir das suas resoluções, compreender por que motivo 
não fazem esta associação. No entanto, mais uma vez, poderá estar aqui envolvida a 
questão da formalização: a noção intuitiva de limite é dada como estando   a tender 
para um determinado valor e, portanto, os alunos terão de verificar para que valor, no 
caso de existir limite, está a tender  ( ), quando   está a tender para o valor 
considerado. Ora, podemos ver isto considerando vários pontos sobre a representação 
gráfica da função. No entanto, os alunos poderão não conseguir relacionar este facto 
com o conceito de sucessão. Talvez haja, de facto, um grande hiato entre o estudo dos 
limites das sucessões e o estudo de limites de funções, como refere o Professor A, 
aquando da sua entrevista. 
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1.3.A definição de limite de uma função, segundo Heine, envolvendo o infinito 
No que diz respeito a esta subcategoria, os alunos não mostraram muitas dificuldades, 
tendo conseguido justificar os valores dos limites apresentados recorrendo a 
representações gráficas, a tabelas de valores, ao conhecimento sobre assíntotas, a 
sucessões particulares (tendo em conta que, neste momento, a definição de limite de 
uma função, segundo Heine, ainda não tinha sido formalizada). A principal dificuldade 
encontrada surge quando questionados sobre a existência de limite da função 
considerada, em    , uma vez que muitos alunos não tiveram em conta a unicidade 
do limite, que já tinha sido trabalhada no 11º ano e na função   da questão 1 da tarefa. 
1.4.Aplicação da definição de limite de uma função, segundo Heine 
Nesta fase do estudo, já tinha sido introduzida formalmente a definição de limite de 
uma função, segundo Heine. No entanto, alguns alunos continuaram a considerar o 
limite da função como a imagem da função no ponto. Por outro lado, alguns alunos 
não tiveram em conta que a sucessão (  )    tendia para   por valores superiores e, 
portanto, referiram que não existia limite da função no ponto    , porque os limites 
laterais são diferentes; outros consideraram que os limites laterais eram iguais; houve 
ainda alunos que confundiram o limite da sucessão com o limite da função. 
Tendo em conta a revisão de literatura efetuada e os resultados obtidos, penso que os 
alunos ainda não desenvolveram totalmente o conceito de limite. De facto, a sua noção 
intuitiva de limite está afastada da definição estudada. Talvez por este motivo tenha sido 
tão difícil os alunos relacionarem a sua noção intuitiva de limite com a animação 
apresentada. Por outro lado, revelam alguma dificuldade em relacionar as várias formas de 
representação do conceito, preferindo a representação gráfica. Salientamos ainda o facto de 
apresentarem também dificuldade em aplicar a definição de limite de uma função, segundo 
Heine, apesar de, após alguma orientação, terem conseguido aplicá-la, no geral, 
corretamente. Nota-se, contudo, que, quando não é expressamente pedido que utilizem a 
definição de limite de uma função, segundo Heine, os alunos recorrem a outras estratégias, 
como representações gráficas de funções, tabelas de valores, tal como se verificou nas 
tarefas seguintes relacionadas com as regras operatórias sobre limites e que não foram alvo 
central da nossa análise. De facto, o próprio Programa da disciplina refere o facto de os 
aspetos formais deverem ser introduzidos de acordo com a maturidade dos alunos, como 
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uma necessidade (Silva et al., 2001) e, para estes alunos, tudo indica que uma 
representação gráfica da função é ainda suficiente para justificar o valor do limite. Por 
outro lado, apesar de o Programa considerar várias formas de representação dos conceitos, 
normalmente, inicia-se o estudo dos conceitos com recurso à representação gráfica, o que 
poderá justificar o facto de os alunos ficarem bastante centrados nesta forma de 
representação. 
6.2. Que estratégias utilizam os alunos na determinação do limite de 
uma função, para a qual a utilização das regras operatórias 
conduz a situações de indeterminação? 
Perante esta questão de investigação, que deu origem a uma categoria de análise, criámos 
duas subcategorias: 
1.1.Estratégias utilizadas pelos alunos para determinar o valor dos limites de funções 
Nesta subcategoria incluem-se apenas dois tipos de estratégias: representação 
gráfica e transformações algébricas, sendo que a maioria dos alunos recorreu a 
representações gráficas das funções. 
1.2.Conclusões sobre os símbolos de indeterminação e os valores dos limites de 
funções 
Nesta subcategoria, podemos considerar os seguintes tipos de resposta: 
1. Conclui que podemos obter diferentes valores para os limites; 
2. Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um; 
3. Conclui que o valor do limite pode ser qualquer um ou não existir; 
4. Refere alguns valores específicos para os limites; 
5. Refere que se trata de uma situação de indeterminação/é indeterminado; 
6. Refere que não pode concluir nada. 
No que diz respeito ao tipo de resposta 5, ocorreram situações em que os alunos 
referiram que uma situação de indeterminação é uma situação de não existência de 
limite, o que está de acordo com o estudo realizado por Maurice (2005). Por outro 
lado, inserido no tipo de resposta 4, há também um aluno que, pela sua resposta, 
parece concluir que as situações de indeterminação do tipo     e     não 
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são, afinal situações de indeterminação, uma vez que, no seu entender, ambos os 
símbolos são iguais a  , sendo a primeira situação também apresentada por Maurice 
(2005). As respostas inseridas no tipo 6, de acordo com os registos das aulas, foram 
dadas, no sentido de os alunos não poderem apresentar um valor específico para os 
limites que conduzem a um determinado tipo de indeterminação. Os restantes tipos 
de resposta acabam por estar mais ou menos aproximados da resposta pretendida. 
O facto de, nesta tarefa, ter havido um maior número de alunos a não responder, 
principalmente à parte relativa às conclusões, leva-nos a questionar se, de facto, terão 
compreendido o que é uma indeterminação através da tarefa, antes de ter sido explicado 
pela professora. 
6.3. Qual a adequação didática da planificação e implementação da 
unidade de ensino Teoria de Limites, no que se refere ao estudo do 
conceito de limite e das situações de indeterminação? 
Para responder a esta questão de investigação, vamos analisar a adequação didática do 
processo de ensino e aprendizagem tratado neste trabalho. Dado que se insere na unidade 
curricular de Prática de Ensino Supervisionada, considerámos pertinente analisar a 
adequação didática deste processo de ensino e aprendizagem. Este estudo realizou-se em 
condições muito específicas e, portanto, centrámo-nos essencialmente nas facetas 
epistémica, cognitiva, interacional e mediacional da adequação didática. De facto, a turma 
em estudo é uma turma da orientadora de estágio da investigadora, não havendo, portanto, 
uma relação natural de professor-aluno entre a investigadora e os alunos, o que não 
permitiu uma análise muito detalhada em termos afetivos e ecológicos, pois o passado dos 
alunos, bem como as condições externas à aula não são conhecidos. Pelo mesmo motivo, a 
própria planificação da unidade de ensino no que diz respeito a estas duas facetas também 
foi complicada. 
Vamos, então, analisar as várias componentes da adequação didática da unidade de ensino 
implementada. 
Adequação Epistémica: Esta unidade de ensino foi planificada à luz do Programa de 
Matemática A do Ensino Secundário, da planificação anual da escola, do contributo de 
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professores com experiência no Ensino Secundário e de investigações realizadas. Deste 
modo, foi introduzida a definição de limite de uma função, segundo Heine, sendo 
posteriormente, introduzidas as regras operatórias sobre limites e as situações de 
indeterminação como limitações dos teoremas que dão origem a estas regras operatórias. 
Por fim, foram trabalhados casos particulares de indeterminações: os limites notáveis. Para 
além destes conteúdos expressos no Programa, foram também abordadas as noções 
topológicas associadas ao conceito de limite: ponto de acumulação e ponto isolado, uma 
vez que, apesar de não fazer parte do Programa de Matemática A do Ensino Secundário, 
foi recomendação dos professores entrevistados fazê-lo, para que os alunos 
compreendessem quais os pontos onde poderiam calcular limites de funções. Por outro 
lado, nos manuais escolares, estão presentes estas noções. 
Para trabalhar estes conteúdos, recorremos a tarefas de índole exploratória, nas quais os 
alunos tinham de analisar situações, retirar conclusões, elaborar conjeturas e justificar as 
suas respostas, sendo, posteriormente, introduzidos os conteúdos e realizadas tarefas de 
aplicação dos mesmos. 
Perante tudo isto, consideramos que, em termos epistémicos, houve adequação. 
Adequação cognitiva: A resolução das tarefas propostas aos alunos proporcionou 
experiências em que estes tiveram de elaborar conjeturas, justificar as suas respostas. Por 
outro lado, foram também realizadas algumas demonstrações. 
No início da implementação da unidade de ensino, em relação à conceção de limite de uma 
função real de variável real, chegou-se à conclusão que os alunos tinham uma conceção 
distante da definição e, portanto, podemos dizer que a sua imagem conceptual de limite 
não estava de acordo com a definição formal do conceito de limite. Notou-se também que 
as justificações dos alunos foram sendo cada vez mais formais e recorrendo à definição de 
limite de uma função, segundo Heine. No entanto, quando não é expressamente pedida a 
justificação com base na definição, os alunos não a utilizam. No que diz respeito às regras 
operatórias sobre limites, pensamos que os alunos compreenderam bem estas regras, pela 
análise realizada às suas respostas às tarefas. No caso das indeterminações, apercebemo-
nos que alguns alunos não terão compreendido claramente a noção de indeterminação, 
sendo que também se verificaram algumas dificuldades em relação ao conceito de infinito, 
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sendo este encarado como um número, por um aluno. Após a discussão, na aula, sobre as 
situações de indeterminação, continuamos a colocar a questão da compreensão desta noção 
por parte de alguns alunos, apesar de a resolução das tarefas seguintes ter mostrado alguma 
facilidade na aplicação das técnicas de levantamento das indeterminações. No entanto, tal 
como foi referido nas entrevistas, a certa altura, os alunos acabaram por confundir um 
pouco as regras de levantamento dos vários tipos de indeterminação. 
Durante esta unidade de ensino, tivemos a intenção de prestar sempre atenção à 
compreensão dos conceitos e não apenas aos aspetos de cálculo, tal como refere 
Bezuidenhot (2001). 
Por outro lado, a implementação desta unidade de ensino incidiu numa dinâmica de 
resolução de tarefas e sua discussão na turma. Ao planificarmos a unidade de ensino, 
previmos também alguns conflitos que pudessem surgir aos alunos, que foram 
esclarecidos, quer pela professora, quer por colegas, durante a implementação da unidade 
de ensino. 
Perante tudo isto e apesar das dificuldades que surgiram aos alunos, houve uma evolução 
na sua conceção de limite, tal como aconteceu no levantamento de indeterminações, 
surgindo momentos de ruptura com os significados pessoais dos alunos, numa tentativa de 
aproximação aos significados institucionais. Por outro lado, recorremos a conteúdos 
prévios para introduzir os emergentes e foram sendo esclarecidas as dúvidas que surgiam 
aos alunos. Deste modo, pensamos que houve adequação cognitiva. 
Adequação interacional: Tal como refere o Programa de Matemática A do Ensino 
Secundário e Ponte (2005), é fundamental que se parta de tarefas exploratórias, nas quais 
os alunos tiram as suas próprias conclusões e justificam as suas respostas, partindo-se 
depois para um momento de discussão em que os alunos apresentam as suas resoluções aos 
colegas, contribuindo, segundo os autores referidos, para uma melhor compreensão dos 
conteúdos por parte dos alunos e estimulando também a comunicação matemática. 
Segundo Godino (2011), para além da interação professor-aluno, é a interação aluno-aluno 
que mais ajuda no desenvolvimento da aprendizagem dos alunos. Deste modo, apesar de as 
tarefas serem recolhidas individualmente, permitiu-se a interação entre os alunos durante a 
resolução das mesmas. Por outro lado, houve também alguma interação entre os alunos nas 
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discussões existentes na turma. Assim, as dúvidas que surgiram aos alunos foram sendo 
esclarecidas quer pela professora, quer por outros alunos. Esta interação entre os alunos 
revelou-se, por vezes bastante positiva, na discussão sobre os conteúdos abordados, como 
por exemplo, no episódio referido no Capítulo 5. 
Adequação mediacional: Em termos de recursos, os alunos tiveram disponíveis as tarefas 
de apoio às aulas (exploratórias ou de aplicação), uma animação em GeoGebra e também a 
calculadora gráfica. Estes meios proporcionaram uma abordagem centrada na exploração 
dos conteúdos por parte dos alunos, a partir das tarefas de natureza exploratória, nas quais 
os alunos recorriam com frequência, sendo também incentivados pelos enunciados das 
próprias tarefas, à representação gráfica das funções, uma vez que a noção intuitiva de 
limite que os alunos tinham se baseava essencialmente na representação gráfica das 
funções. A partir desta abordagem inicial, os conteúdos foram sendo introduzidos 
formalmente, sendo que, muitas vezes, se recorria, novamente, à representação gráfica da 
função para analisar alguns aspetos sob outros pontos de vista. Por outro lado, a 
calculadora gráfica permite-nos também ter acesso a tabelas de valores, recurso que 
também se revelou bastante importante nesta unidade de ensino. 
Em relação ao GeoGebra, a impossibilidade de ter este software nos computadores da 
escola, levou-nos a criar uma página na Internet, onde colocámos as animações referidas 
na trajetória didática. 
No que diz respeito ao tempo, em geral, foi cumprido o que estava planificado, embora 
tivéssemos de realizar pequenas adaptações decorrentes do ritmo a que decorria a aula. 
Deste modo, a utilização de tarefas de natureza exploratória associada à utilização dos 
referidos recursos mostrou-se adequada, permitindo uma ligação permanente entre a 
representação gráfica das situações e os aspetos conceptuais envolvidos. Refiro ainda que o 
uso da calculadora foi feito de forma crítica e consciente. Por exemplo, em algumas 
situações, alguns alunos sentiram-se impelidos a escolher uma janela de visualização que 
melhor apresentasse a representação gráfica da função, no seu domínio. Ou seja, 
conseguiram identificar cenários, na calculadora, conduziam a uma leitura errada do 
contradomínio de funções, através do confronto entre a representação gráfica obtida e os 
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conhecimentos teóricos que possuíam, sentindo a necessidade de escolher uma nova janela 
de visualização. 
Adequação afetiva: Na implementação desta unidade de ensino, os alunos revelaram-se 
interessados e empenhados na resolução das tarefas. No entanto, o facto de a introdução da 
definição de limite de uma função, segundo Heine, ter demorado 4 aulas, levou a que se 
notasse algum cansaço por parte dos alunos. Quando passámos ao estudo das regras 
operatórias sobre limites, apercebemo-nos que o seu interesse e envolvimento voltaram a 
aumentar, tendo-se mantido este nível de envolvimento até ao final da unidade de ensino. 
Houve mesmo alturas em que os alunos se mostravam bastante interessados e colocavam 
questões, que mostravam uma evolução na sua forma de ver os conteúdos abordados. 
Adequação ecológica: Ao planificarmos esta unidade de ensino, tivemos em conta as 
diretrizes do Programa de Matemática A do Ensino Secundário, bem como os contributos 
resultantes das entrevistas aos professores, a planificação anual da escola e também alguns 
resultados da investigação realizada nesta área. Neste sentido, consideramos que a unidade 
de ensino reflete adequação ecológica, nos referidos termos, não sendo, contudo, possível 
realizar uma análise completa da adequação ecológica, tal como já foi referido. 
A análise da adequação didática é um processo bastante complexo, uma vez que, tal como 
se pode verificar, há muitas interações entre as suas várias componentes. 
A análise das componentes a que mais demos atenção, epistémica, cognitiva, interacional e 
mediacional, permite-nos reconhecer que a planificação e implementação da unidade de 
ensino referida revelam adequação didática. 
6.4. Reflexão Final 
Nesta reflexão, para além da minha reflexão pessoal sobre este trabalho, vou também 
apresentar algumas das limitações e implicações decorrentes deste estudo. 
Penso que a metodologia de investigação utilizada foi adequada e, apesar de os resultados 
não poderem ser generalizáveis, devido ao caráter qualitativo da investigação, considero 
que esta experiência foi benéfica para o meu desenvolvimento pessoal e profissional. De 
facto, a análise sobre a adequação didática de uma unidade de ensino promove a reflexão 
do professor sobre a sua prática (Godino, 2009). Por outro lado, este trabalho contribuiu 
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para compreender quais as principais dificuldades dos alunos, neste contexto. Percebi que, 
para que o professor consiga retirar conclusões sobre os seus alunos (sejam dificuldades ou 
outros aspetos), a planificação da unidade de ensino tem de ser muito bem pensada e tem 
de estar bem definido o que vamos analisar. Uma das principais dificuldades na 
planificação e implementação prendeu-se com a gestão do tempo, uma vez que, por vezes 
os alunos precisavam de mais tempo para a resolução das tarefas do que o previsto. No 
entanto, apesar das dificuldades, foi muito gratificante aplicar os conhecimentos teóricos 
que tinha, na elaboração desta planificação, e implementá-la, retirando conclusões sobre a 
sua adequação didática. Deste modo, tal como já foi referido, tivemos em conta a 
elaboração de tarefas de caráter exploratório e momentos de partilha e reflexão por parte 
dos alunos, que pensamos terem sido adequados a um bom desenvolvimento da sua 
aprendizagem, quer em termos da Matemática como um todo, quer mais particularmente 
ao nível do conceito de limite. 
Durante a implementação da unidade de ensino, sinto que, por vezes se perderam algumas 
ideias importantes. Um dos motivos para que isto acontecesse foi a fraca qualidade do 
registo áudio das aulas e que, por esse motivo, e também por que os dados fornecidos por 
esses registos não acrescentavam muito àquilo que se verificou nas produções escritas dos 
alunos e nas notas de campo, não foram analisados. Se houvesse mais tempo, talvez tivesse 
sido possível realizar entrevistas aos alunos, no sentido de melhor compreender as suas 
ideias e resoluções, numa tentativa de colmatar esta falha. Por outro lado, a elaboração das 
notas de campo foi também difícil, pois, apesar de, na maioria das aulas, estarem presentes 
todos os elementos do grupo de estágio e a professora da turma, não foi possível estar 
exclusivamente a recolher informações para este trabalho, sobrepondo-se, muitas vezes, o 
papel de professora ao de investigadora. No entanto, as justificações pedidas na resolução 
das tarefas permitiram, de certa forma, ultrapassar estas limitações, já que a maioria dos 
alunos apresentou justificações que permitiram compreender as estratégias utilizadas nas 
resoluções. Uma outra limitação encontrada durante a realização do trabalho foi o facto de 
não termos conseguido ter acesso a muitos estudos sobre o ensino e a aprendizagem das 
situações de indeterminação, o que poderá ter comprometido a discussão dos resultados 
associados à segunda questão de investigação. Por último, gostaria ainda de acrescentar, 
como limitação do estudo, o tempo. De facto, a necessidade de cumprimento da 
planificação anual da escola não permitiu a realização de toda a pesquisa necessária, antes 
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da planificação e implementação da unidade de ensino. Além disso, também as entrevistas 
foram realizadas num período em que ainda estava a decorrer a pesquisa de fundamentação 
teórica para o trabalho, não sendo possível incorporar nas mesmas todas as informações 
necessárias, o que poderá ter comprometido os dados que poderiam ter sido recolhidos 
nestas entrevistas. No entanto, foi útil termos realizado as entrevistas antes de iniciarmos a 
planificação da unidade de ensino, uma vez que pudemos ter acesso a conselhos e 
informações úteis por parte dos professores entrevistados. 
Em termos de análise dos dados, fizemos uma análise relativa a todos os alunos da turma, 
tipificando as suas respostas e apresentando exemplos de cada tipo de resposta 
identificado. No entanto, talvez fosse também interessante, futuramente, analisar os casos 
de alguns alunos ao longo de toda a trajetória didática, para melhor compreendermos a sua 
evolução ao longo da mesma. 
Por outro lado, neste estudo, utilizámos uma animação em GeoGebra e a calculadora 
gráfica como suporte à unidade de ensino. Deste modo, seria talvez pertinente, tal como já 
o sugere Jordaan (2005), realizar estudos mais dirigidos à utilização das tecnologias no 
ensino e aprendizagem do conceito de limite. 
Este estudo contribuiu para compreender as dificuldades dos alunos sobre o conceito de 
limite de uma função e para perceber como veem, os alunos, as situações de 
indeterminação. Os resultados do estudo mostram que os alunos apresentam algumas 
conceções erradas que, tal como referem Brousseau (1976) e Cornu (1983), poderão 
conduzir a conflitos cognitivos. Deste modo, é realmente importante conseguir planificar a 
unidade de ensino de forma a criar estes conflitos aos alunos e ajudá-los a ultrapassá-los. 
De facto, verificou-se, durante a implementação da unidade de ensino, momentos de 
ruptura com os significados pessoais dos alunos e tentativa de aproximação aos 
significados institucionais. 
Ao analisarmos os dados, pudemos ver que outro tipo de análise poderia ser realizado, 
dada a complexidade dos mesmos. Deste modo, houve muitas questões que ficaram por 
responder, relacionadas, por exemplo, com a noção de infinito por parte dos alunos, com as 
experiências de aprendizagem relacionadas com o conceito de limite que os alunos tiveram 
antes (será que tiveram influência na sua conceção inicial de limite?). No que diz respeito a 
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esta última questão, temos um indício de que isto possa ser possível e que se prende com a 
associação do conceito de limite à existência de assíntotas do gráfico da função. No 
entanto, os alunos também tinham trabalhado o conceito de limite, intuitivamente, 
associado ao conceito de derivada e os alunos não fazem esta associação explicitamente. 
Mas, para podermos concluir algo a este respeito teria de ser realizado um estudo 
direcionado nesse sentido. Uma outra questão que ficou por responder é se, de facto, faz 
sentido introduzir a escrita simbólica, que surge da extensão dos teoremas operatórios 
sobre limites de funções, uma vez que temos o exemplo de um aluno que começou a 
trabalhar com o infinito como um número. E quanto às representações gráficas, deverão ser 
tão valorizadas na fase de introdução dos conceitos? Até que ponto não virão alguns alunos 
a considerar que uma representação gráfica de uma função basta para justificar uma 
resposta, deixando assim de parte os aspetos formais dos conceitos? Não nos podemos 
esquecer que os alunos estão prestes a aceder ao Ensino Superior e terão de deixar um 
pouco de parte este tipo de abordagem. Várias são as questões que ficam por responder e 
que poderão vir a gerar estudos futuros nesta área. 
Em termos profissionais, a experiência em Prática de Ensino Supervisionada permitiu-me 
aplicar conhecimentos teóricos que possuía e desenvolver a minha identidade profissional. 
De facto, ao longo deste ano letivo, contactei com alguns conceitos matemáticos de uma 
outra forma, não apenas enquanto aluna, mas também enquanto professora. Enquanto 
aluna, apesar de ter contacto com os conceitos do ponto de vista didático, através do meu 
processo de aprendizagem, não me apercebi muito deste processo. Penso que os alunos 
estão tão centrados na compreensão dos conceitos, que nem se apercebem que esta vai 
evoluindo ao longo dos tempos: a forma como compreendemos e trabalhamos os conceitos 
não é sempre a mesma. E este contacto, durante este ano letivo, com os conceitos sob o 
ponto de vista didático ocorreu, de forma mais particular, com o conceito de limite, que 
deu origem a este trabalho. 
Assim, durante a realização deste relatório, aprendi muito com a revisão de literatura 
efetuada e com a análise e discussão dos dados. A minha fundamentação teórica centra-se 
essencialmente em três autores, que, de formas diferentes, contribuíram para a 
concretização do trabalho. O trabalho do Professor Godino ajudou-me a ter em conta as 
várias dimensões presentes na preparação didática de uma unidade e na sua 
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implementação. Por outro lado, permitiu-me analisar a adequação didática desta unidade 
de ensino, ao nível da planificação, mas também ao nível da implementação. Já os 
trabalhos do Professor Cornu e do Professor Tall permitiram-me tomar consciência do 
processo de aprendizagem deste conceito. A Tese de Doutoramento do Professor Cornu 
teve um papel especial na realização deste trabalho, pois foi a partir dela que consegui 
interligar as várias pontas soltas existentes entre as várias leituras efetuadas até então. 
Além disso, permitiu-me ter acesso às conceções espontâneas dos alunos intervenientes no 
seu estudo, o que me ajudou a organizar toda a análise de dados, uma vez que, também no 
meu trabalho, parti das conceções iniciais dos alunos sobre o conceito de limite. Ao ter este 
ponto de partida, foi muito mais simples conseguir organizar toda a análise de dados. 
Assim, a elaboração da fundamentação teórica deste trabalho deu-me ferramentas para 
melhor compreender e poder analisar as respostas dos alunos. 
Por outro lado, a análise de dados, fez-me perceber que muitos dos resultados presentes 
noutras investigações estão presentes neste trabalho e isto ajudou-me a compreender 
melhor algumas das leituras efetuadas. 
Por fim, gostaria de salientar a importância da reflexão, na realização deste trabalho. A 
reflexão esteve presente em todos os momentos da realização deste trabalho: nos 
momentos de delineação do plano a seguir, na tomada de decisões, na análise de todo o 
trabalho realizado… Gostaria de salientar os momentos de reflexão após a concretização 
das decisões tomadas. De facto, ao olhar para trás, apercebi-me de algumas falhas 
cometidas, tendo sido possível remediar algumas, mas outras não. Apercebi-me, por 
exemplo, ao analisar as respostas dos alunos, de alguns aspetos que não foram perceptíveis, 
durante a aula. Deste modo, este trabalho contribuiu para estar mais atenta à minha 
capacidade de observação e reflexão. E penso que é precisamente isto que Bogdan e Biklen 
(1994) querem dizer, quando referem a importância da investigação na prática do 
professor. Também Godino (2009), tal como já referi, salienta a importância da reflexão 
com base na análise da adequação didática da unidade de ensino e foi ao analisar a 
adequação didática da planificação e implementação da unidade de ensino que me apercebi 
de algumas das falhas cometidas. 
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Anexo 1: Guião da Entrevista 
Tema: Unidade de Ensino Teoria de Limites, inserida no Programa de Matemática A, do 12º ano. 
Objetivos Gerais: 
 Compreender a importância desta unidade de ensino no 12º ano; 
 Compreender quais são as principais dificuldades evidenciadas pelos alunos nesta unidade de ensino; 
 Compreender quais são as principais dificuldades dos professores ao lecionarem esta unidade de ensino; 
 Pedir a opinião ao entrevistado sobre a possível sequência didática, por nós pensada, para esta unidade de ensino; 
 Pedir opinião ao entrevistado sobre os recursos que estamos a pensar utilizar para abordar esta unidade de ensino, tendo em conta os temas 
transversais apresentados no Programa de Matemática A, do 12º ano. 
Blocos Temáticos Objetivos específicos Perguntas/Tópicos Observações 
Legitimação da Entrevista e 
motivação do entrevistado 
- Legitimar a entrevista 
- Motivar o entrevistado 
- Com esta entrevista, pretende-se 
recolher a sua opinião, relativamente 
a algumas dimensões do nosso 
problema de investigação, 
nomeadamente, ao nível da 
importância e dificuldade associadas à 
unidade de ensino Teoria de limites, 
no Programa de Matemática A, do 12º 
ano. 
- Os dados recolhidos serão utilizados 
no âmbito das unidades curriculares 
de Prática de Ensino Supervisionada I 
e II, no contexto do Mestrado em 
Ensino de Matemática no 3º CEB e no 
Secundário, da Universidade de 
Aveiro. Os dados serão utilizados 
tanto ao nível das planificações de 
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aulas, como, posteriormente, no 
desenvolvimento do Relatório de 
Estágio. 
- Agradecemos desde já a sua 
disponibilidade para a realização 
desta entrevista, uma vez que esta 
assume um importante papel ao nível 
da realização das planificações de 
aulas que estamos a desenvolver, 
constituindo também um importante 
instrumento de legitimação dos 
resultados provenientes da análise dos 
dados recolhidos durante as aulas. 
- Garantimos a total confidencialidade 
das declarações prestadas. 
- Pedimos permissão para gravar a 
entrevista, uma vez que, a gravação 
da mesma auxilia o acesso às 
informações prestadas após a sua 
realização. 
Perfil profissional do entrevistado - Conhecer o perfil e a 
experiência profissional do 
entrevistado. 
- Perceber as principais 
motivações do professor. 
- Poderia falar-nos um pouco acerca 
do seu percurso profissional? 
- Formação do entrevistado. 
- Há quantos anos leciona? 
- Há quantos anos leciona nesta 
escola? 
- Quantas vezes já lecionou o 12º 
ano de escolaridade? 
Importância da unidade de ensino. - Perceber qual a importância que 
a entrevistado atribui à unidade 
de ensino abordada. 
- Gostaríamos que nos falasse um 
pouco acerca da importância 
(científica e didática) que atribui a 
esta unidade de ensino no contexto do 
atual Programa de Matemática A. 
 
Dificuldades dos alunos - Compreender quais as principais - Gostaríamos que nos falasse, tendo - Consideram as situações de 
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dificuldades que os alunos sentem 
nesta unidade de ensino. 
em conta a sua experiência, quais as 
principais dificuldades que surgem 
aos alunos nesta unidade de ensino. 
 
 
 
 
- De onde provêm as dificuldades que 
os alunos têm na compreensão de 
situações de indeterminação e no seu 
levantamento, bem como na 
compreensão e utilização dos limites 
notáveis. 
indeterminação como sendo 
situações de não existência de 
limite. 
- Compreensão e justificação das 
situações de indeterminação. 
 
 
- Não compreensão do conceito de 
limite (gráfico, numérico e 
algébrico), uma vez que é um 
conceito que exige uma grande 
capacidade de abstração. 
- Definição de limite segundo Heine 
(noções topológicas). 
- Regras operatórias. 
- Limites e infinitos. 
Dificuldades dos professores - Compreender quais as principais 
dificuldades que os professores 
sentem ao lecionar esta unidade 
de ensino. 
- Gostaríamos que nos falasse, tendo 
em conta a sua experiência, quais as 
principais dificuldades que surgem 
aos professores nesta unidade de 
ensino. 
Algumas dúvidas com que nos 
deparámos: 
- Explicação do conceito de 
infinito. 
- Explicação das situações que 
envolvem o cálculo de limites 
quando a variável independente 
tende para infinito. 
- Explicação das situações em que o 
limite dá infinito. 
- Questões de simbologia. 
- Explicação das situações de 
indeterminação e do seu 
levantamento. 
Sequência didática pensada por nós 
e recursos utilizados 
- Pedir a opinião ao entrevistado 
sobre a sequência didática, por 
nós pensada, para esta unidade de 
ensino e os recursos pensados, 
- O que pensa da sequência didática 
que pensámos para esta unidade de 
ensino? 
- O que pensa sobre a utilização da 
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tendo em conta os temas 
transversais do Programa. 
calculadora gráfica e do GeoGebra 
para a exploração desta unidade de 
ensino? 
Finalização e intuito de validação 
da entrevista 
- Finalizar e validar a entrevista. - Agradecemos encarecidamente a sua 
total colaboração e disponibilidade na 
participação desta entrevista, 
reforçando novamente a 
confidencialidade dos dados, assim 
como a nossa disponibilidade para o 
esclarecimento de eventuais dúvidas 
ou questões que possam surgir. 
- Disponibilizaremos a gravação e a 
transcrição da entrevista, com a 
finalidade de ter acesso a tudo o que 
foi dito durante a realização da 
mesma. Tem a total liberdade de 
censurar tudo o que achar 
conveniente, bem como de 
acrescentar tudo aquilo que gostaria 
de ter dito e que não teve a 
oportunidade de dizer. 
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Anexo 2: Tarefa “Limite de uma função segundo Heine” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – janeiro 2012 
Limite de uma função segundo Heine 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Considera as funções, definidas por: 
 ( )          
 ( )  
     
   
 
 ( )  2
        
         
 
 ( )  {
      
        
 
 
a) Apresenta um esboço de uma das possíveis representações gráficas de cada uma 
das funções e responde às seguintes questões: 
Nota: Indica a janela utilizada. 
1) Indica o domínio da função  . 
O que podes concluir sobre     
   
( )? Justifica a tua resposta. 
 
2) Indica o domínio da função  . 
O que podes concluir sobre     
   
( )? Justifica a tua resposta. 
 
3) Indica o domínio da função  . 
O que podes concluir sobre     
    
 ( )? Justifica a tua resposta. 
 
 152 
 
4) Indica o domínio da função  . 
O que podes concluir sobre     
   
 ( )? Justifica a tua resposta. 
 
b) Observa as animações que se encontram no endereço 
http://limitedeumafuncaosegundoheine.weebly.com, completa as tabelas que se 
seguem e responde às seguintes questões: 
1) Para a função  : 
  
     
 
 
 
 (  )      
 
 
 
 (  ) 
      
      
      
        
      
         
      
         
      
 
O que podes concluir sobre     (  ) e sobre     (  )? E sobre 
    
   
( )? 
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2) Para a função  : 
  
     
 
 
 
 (  )      
 
 
 
 (  ) 
      
      
      
        
      
         
      
         
      
 
O que podes concluir sobre     (  ) e sobre     (  )? E sobre 
    
   
( )?  
 
3) Para a função  : 
  
      
 
 
 
 (  )       
 
 
 
 (  ) 
      
      
      
        
      
         
      
         
      
 
O que podes concluir sobre     (  ) e sobre     (  )? E sobre 
    
    
 ( )?  
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4) Para a função  : 
  
     
 
 
 
 (  )      
 
 
 
 (  ) 
      
      
      
        
      
         
      
         
      
 
O que podes concluir sobre      (  ) e sobre      (  )? E sobre     
   
 ( )?  
 
2. Considera novamente a função  . 
Completa a seguinte tabela, considerando       e     : 
      (  )     (  ) 
      
      
      
        
      
         
      
         
      
 
O que podes concluir sobre o limite de  (  ) e sobre o limite de  (  )? 
O que podes concluir sobre     
    
 ( )?E sobre     
    
 ( )? Justifica a tua 
resposta. 
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3. Considera a função definida por: 
 ( )    
 
   
 
a) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica da função. 
Nota: Indica a janela utilizada. 
 
b) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
    
 ( ); 
2)     
    
 ( ); 
3)     
    
 ( ); 
4)     
    
 ( ). 
 
c) O que podes concluir sobre     
   
 ( )? Justifica a tua resposta. 
 
 
 
(Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
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Anexo 3: Tarefa “Limite de uma função segundo Heine – Aplicação” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – janeiro 2012 
Limite de uma função segundo Heine - Aplicação 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Na figura está parte da representação gráfica de uma função   de domínio  . 
 
Considera a sucessão de termo geral    
 
 
 
Indica, justificando, o valor de     (  ). 
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2. Na figura está desenhada parte da representação gráfica de uma função  , cujo 
domínio é   * +. 
 
A reta de equação     é uma assíntota vertical do gráfico de  . 
Considera a sucessão de termo geral 
     
 
 
 
Seja     (  ) 
O que podes concluir sobre      ? Justifica a tua resposta. 
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3. Na figura está desenhada parte da representação gráfica de uma função, cujo 
domínio é   * +. 
 
As retas de equação    ,     e     são assíntotas do gráfico de  . 
Seja (  ) a sucessão de termo geral 
      
  
Indica, justificando, o valor de     (  ). 
 
4. Seja   uma função de domínio   , estritamente decrescente. 
Os eixos coordenados são assintotas do gráfico de  . 
Seja (  ) a sucessão de termo geral    
 
 
 
Indica, justificando, o valor de     (  ). 
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5. Na figura está representada parte do gráfico de uma função  , de domínio  . 
 
As retas de equação     e      são as únicas assintotas do gráfico de  . 
Seja (  ) uma sucessão tal que     (  )    . 
Indica, justificando, um possível termo geral da sucessão (  )? 
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6. Na figura está representada parte do gráfico de uma função  , de domínio  . 
 
Qual das seguintes afirmações é verdadeira? 
(A)     
    
 ( )   ( ) e     
    
 ( )   ( ) 
(B)     
    
 ( )   ( ) e     
    
 ( )   ( ) 
(C)     
    
 ( )   ( ) e     
    
 ( )   ( ) 
(D)     
    
 ( )   ( ) e     
    
 ( )   ( ) 
Justifica a tua resposta. 
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7. De uma função   sabe-se que: 
 o domínio de   é   ; 
     
    
 ( )   ; 
     
   
( )    . 
Indica, justificando, qual dos gráficos seguintes poderá ser o gráfico de  . 
Explica por que motivo rejeitaste as restantes opções. 
 
 
 
(Adaptado de GAVE, 2006) 
GAVE (Gabinete de Avaliação Educacional). (2006). Matemática: Questões de exame do 
12.º ano (1997 – 2006): Funções e complexos (Vol. 2). Lisboa: Ministério da 
Educação. 
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Anexo 4: Tarefa “Regras Operatórias sobre Limites” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – janeiro 2012 
Regras Operatórias sobre Limites 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Considera as funções, definidas por: 
 ( )       
 ( )     
a) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica de cada uma das funções. 
Nota: Indica a janela utilizada. 
 
b) Indica o valor de     
   
 ( ) e de     
   
( ). Justifica a tua resposta. 
 
c) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica das funções: 
1)    ; 
2)    ; 
3) 
 
 
; 
4)   ; 
5) √ 
 
. 
Nota: Indica a janela utilizada. 
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d) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
   
(   )( ); 
2)     
   
(   )( ); 
3)     
   
.
 
 
/ ( ); 
4)     
   
( ( ))
 
; 
5)     
   
√ ( )
 
. 
 
e) Preenche a seguinte tabela: 
   
   
 ( )      
   
 ( )    
   
   
 ( )     
   
 ( )      
   
((   )( ))   
   
   
 ( )     
   
 ( )      
   
((   )( ))   
   
   
 ( )
   
   
 ( )
     
   
((
 
 
)( ))   
.   
   
 ( )/
 
     
   
( ( ))
 
  
√   
   
 ( )      
   
√ ( )
 
  
 
Elabora uma conjetura, tendo em conta a tabela que preencheste? 
 
 
(Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
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2. Considera agora as funções definidas por  ( )    e  ( )   . 
a) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica de cada uma das funções. 
Nota: Indica a janela utilizada. 
 
b) Indica o valor de     
    
 ( ) e de     
    
 ( ). Justifica a tua resposta. 
 
c) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica das funções: 
1)    ; 
2)    ; 
3)    ; 
4) (  )   ; 
5) 
 
 
; 
6) 
 
 
; 
7)   ; 
8) √ 
 
. 
Nota: Indica a janela utilizada. 
 
d) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
    
(   )( ); 
2)     
    
(   )( ); 
3)     
    
(   )( ); 
4)     
    
((  )   )( ); 
5)     
    
.
 
 
/ ( ); 
6)     
    
.
 
 
/ ( ); 
7)     
    
( ( ))
 
; 
8)     
    
√ ( )
 
. 
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e) Preenche a seguinte tabela: 
   
    
 ( )      
    
 ( )    
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
(  )( )     
    
 ( )      
    
.((  )   )( )/   
   
    
 ( )
   
    
 ( )
     
    
((
 
 
) ( ))   
   
    
 ( )
   
    
 ( )
     
    
((
 
 
) ( ))   
.    
    
 ( )/
 
     
    
( ( ))
 
  
√    
    
 ( )      
    
√ ( )
 
  
 
 
f) Indica o valor de     
    
 ( ) e de     
    
 ( ). Justifica a tua resposta. 
 
g) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
    
(   )( ); 
2)     
    
(   )( ); 
3)     
    
(   )( ); 
4)     
    
((  )   )( ); 
5)     
    
.
 
 
/ ( ); 
6)     
    
.
 
 
/ ( ); 
7)     
    
( ( ))
 
; 
8)     
    
√ ( )
 
. 
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h) Preenche a seguinte tabela: 
   
    
 ( )      
    
 ( )    
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
(  )( )     
    
 ( )      
    
.((  )   )( )/   
   
    
 ( )
   
    
 ( )
     
    
((
 
 
) ( ))   
   
    
 ( )
   
    
 ( )
     
    
((
 
 
) ( ))   
.    
    
 ( )/
 
     
    
( ( ))
 
  
√    
    
 ( )      
    
√ ( )
 
  
 
3. Considera as funções, definidas por: 
 ( )     
 ( )     
a) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica de cada uma das funções. 
Nota: Indica a janela utilizada. 
 
b) Indica o valor de     
    
 ( ) e de     
    
 ( ). Justifica a tua resposta. 
 
c) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica das funções: 
1)    ; 
2)    . 
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d) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
    
(   )( ); 
2)     
    
(   )( ). 
 
e) Preenche a seguinte tabela: 
   
    
 ( )      
    
 ( )    
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
 
f) Indica o valor de     
    
 ( ) e de     
    
 ( ) . Justifica a tua resposta. 
 
g) Indica, justificando, o valor de:     
    
(   )( ) e     
    
 ( )      
    
 ( ). 
 
 
4. Considera as funções, definidas por: 
 ( )    
 ( )     
a) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica das funções: 
1)    ; 
2)    . 
 
 
b) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
    
(   )( ); 
2)     
    
(   )( ); 
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c) Preenche a seguinte tabela: 
   
    
 ( )      
    
 ( )    
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
   
    
 ( )     
    
 ( )      
    
((   )( ))   
 
 
5. Considera as funções definidas por: 
 ( )    
 ( )  
 
 
 
 
a) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica da função  . 
Nota: Indica a janela utilizada. 
 
b) Indica o valor de     
    
 ( ) e de     
    
 ( ). Justifica a tua resposta. 
 
c) Recorrendo à calculadora gráfica, apresenta um esboço de uma possível 
representação gráfica das funções: 
1) 
 
 
; 
2) 
 
 
. 
 
d) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
    
.
 
 
/ ( ); 
2)     
    
.
 
 
/ ( ). 
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e) Preenche a seguinte tabela: 
   
    
 ( )      
    
 ( )    
   
    
 ( )
   
    
 ( )
         
((
 
 
) ( ))   
   
    
 ( )
   
    
 ( )
     
    
((
 
 
) ( ))   
 
 
f) Indica, justificando, o valor de: 
1)     
    
.
 
 
/ ( ); 
2)     
    
.
 
 
/ ( ). 
 
g) Preenche a seguinte tabela: 
   
    
 ( )      
    
 ( )    
   
    
 ( )
   
    
 ( )
         
((
 
 
) ( ))   
   
    
 ( )
   
    
 ( )
     
    
((
 
 
) ( ))   
 
(A ideia das questões 2, 3, 4 e 5 foram retirada de Neves, Guerreiro & Moura, 2011) 
Neves, M. A. F., Guerreiro, L., & Moura, A. (2011). Matemática A: 12º ano (Vol. 2). 
Porto: Porto Editora. 
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Anexo 5: Tarefa “Regras Operatórias sobre Limites – Aplicação” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Regras Operatórias sobre Limites – Aplicação 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Encontram-se abaixo representadas graficamente as funções   e  , de domínio  , 
bem como as assíntotas dos seus gráficos: 
   
Indica, justificando, o valor de: 
1.1.   
   
(   )( ); 
1.2.    
    
(   )( ); 
1.3.    
    
.
 
 
 / ( ); 
1.4.   
   
( ( ))
 
; 
1.5.    
    
√ ( ); 
1.6.    
    
√(   )( ) 
 
(Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
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2. Considera a função   definida por  ( )  
    
   
 
Indica, justificando, o valor de    
    
 ( ). 
 
3. Na figura está representada parte dos gráficos de duas funções   e  . 
 
O gráfico de   interseta o eixo    no ponto de abcissa  . 
Indica, justificando, o valor de    
    
 ( )
 ( )
. 
 
4. Na figura abaixo está parte da representação gráfica de uma função  , par e 
positiva, da qual a reta de equação     é assíntota. 
 
Indica, justificando, o valor de    
    
 
 ( )
. 
(As questões 2, 3 e 4 foram adaptadas de GAVE, 2006) 
GAVE (Gabinete de Avaliação Educacional). (2006). Matemática: Questões de exame do 
12.º ano (1997 – 2006): Funções e complexos (Vol. 2). Lisboa: Ministério da 
Educação. 
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5. Considera a seguinte função: 
 ( )  {
        
     
        
 
Indica, justificando, o valor de    
   
 ( ). 
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Anexo 6: Tarefa “Indeterminações” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Indeterminações 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
   
    
   
; 
b)    
   
       
   
; 
c)    
   
   
       
. 
O que podes concluir sobre    
   
.
 
 
/ ( ), quando    
   
 ( )    e    
   
 ( )   ? 
 
2. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
    
    
; 
b)    
    
    
      
; 
c)    
    
   
     
. 
O que podes concluir sobre     
   
.
 
 
/ ( ), quando    
   
 ( )     e    
   
 ( )    ? 
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3. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
(     ); 
b)    
    
(      ); 
c)    
    
(      ). 
O que podes concluir sobre     
   
(   )( ), quando    
   
 ( )     e    
   
 ( )  
  , ou quando    
   
 ( )     e    
   
 ( )    ? 
 
4. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
.  
 
   
/; 
b)    
    
.   
 
   
/; 
c)    
    
((   ) 
 
  
). 
O que podes concluir sobre     
   
(   )( ), quando    
   
 ( )     e    
   
 ( )   , ou 
quando    
   
 ( )    e    
   
 ( )    ? 
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Anexo 7: Tarefa “Indeterminação do tipo 
 
 
” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Indeterminação do tipo 
 
 
 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
   
    
  
 
b)    
   
    
   
 
c)    
   
        
   
 
d)    
   
    
    
 
e)    
    
      
       
 
f)    
   
√   
   
 
g)    
   
   
√     
 
 
(Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
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2. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
   
    
√  √ 
 
b)    
   
√   
   
 
c)    
   
√     
 
 
d)    
   
√    √ 
 
 
e)    
   
√   √ 
   
 
(Adaptado de Lima & Gomes, 1997) 
Lima, Y., & Gomes, F. (1997). XEQ MAT: Matemática 12º ano. Lisboa: Editorial O Livro. 
 
 179 
 
Anexo 8: Tarefa “Indeterminação do tipo 
 
 
” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Indeterminação do tipo 
 
 
 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
   
    
 
b)    
    
    
     
 
c)    
    
          
        
 
d)    
    
      
     
 
e)    
    
  
   
 
f)    
    
     
        
 
 
 (Adaptado de Lima & Gomes, 1997) 
Lima, Y., & Gomes, F. (1997). XEQ MAT: Matemática 12º ano. Lisboa: Editorial O Livro. 
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2. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
    
     
 
b)    
    
   
    
 
c)    
    
    
     
 
d)    
    
√  
 
 
e)    
    
√  
 
 
f)    
    
√     
 
 
g)    
    
√     
 
 
 
 (Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
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Anexo 9: Tarefa “Indeterminação do tipo    ” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Indeterminação do tipo    
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
(         ) 
b)    
    
. 
  
 
     / 
c)    
    
.   
  
 
/ 
d)    
   
.
 
 
 
 
    
/ 
e)    
    
.
 
   
 
 
    
/ 
f)    
    
(  √ ) 
g)    
    
(√      ) 
h)    
    
(√    √   ) 
 
(Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
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Anexo 10: Tarefa “Indeterminação do tipo    ” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Indeterminação do tipo     
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
   
.   
 
  
/ 
b)    
   
((   )  
 
    
) 
c)    
    
.
 
√   
  / 
d)    
    
(
 
        
 (   )) 
(Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
2. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
     
(
 
    
 (    )) 
b)    
    
((     ) 
 
   
) 
c)    
    
.√     
   
    
/ 
 
(Adaptado de Lima & Gomes, 1997) 
Lima, Y., & Gomes, F. (1997). XEQ MAT: Matemática 12º ano. Lisboa: Editorial O Livro. 
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Anexo 11: Tarefa “Limites Notáveis” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Limites Notáveis 
Nome: _______________________________________________________________ 
Número: ________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
  
  
 
b)    
   
    
 
 
c)    
   
  (   )
 
 
d)    
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Anexo 12: Tarefa “Limites Notáveis – Aplicação” 
Matemática A 
Ficha de Trabalho – Teoria de Limites – fevereiro 2012 
Limites Notáveis – Aplicação 
Nome:_______________________________________________________________ 
Número:________ 
Para realizares esta tarefa, utiliza apenas caneta ou esferográfica. Não é permitido o 
uso de corretor. 
1. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
   
     
 
 
b)    
   
 
    
 
c)    
   
      
 
 
d)    
   
      
    
 
e)    
    
( . 
 
   /) 
f)    
   
   (   )
 
 
g)    
   
  [(   ) ]
  
 
h)    
   
   
    
 
i)    
   
  (    )
  
 
j)    
   
  (    )
    
 
k)    
   
    
     
 
 
(Adaptado de Costa, Resende & Rodrigues, 2011) 
Costa, B., Resende, L. d. C., & Rodrigues, E. (2011). Espaço 12. Porto: Edições ASA. 
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2. Indica, justificando, o valor de: 
a)    
    
 
    
 
b)    
    
(      ) 
c)    
    
(     ) 
 
(Adaptado de GAVE, 2006) 
GAVE (Gabinete de Avaliação Educacional). (2006). Matemática: Questões de exame do 
12.º ano (1997 – 2006): Funções e complexos (Vol. 2). Lisboa: Ministério da 
Educação. 
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Anexo 13: Autorização do Encarregado de Educação 
Autorização do Encarregado de Educação 
Excelentíssimo Encarregado de Educação 
do(a) aluno (a):__________________________________, nº __ do 12º ano, Turma___ 
O meu nome é Rita Guerra e sou aluna do Mestrado em Ensino de Matemática no 3º Ciclo 
do Ensino Básico e no Secundário, da Universidade de Aveiro. Neste momento, estou a 
frequentar a Unidade Curricular Prática de Ensino Supervisionada, pelo que me encontro 
na situação de professora estagiária na turma do seu educando. 
Para a conclusão do Mestrado, deverá ser realizado um Relatório Final que implicará a 
recolha de dados empíricos. Os dados recolhidos seriam provenientes das respostas escritas 
do seu educando às tarefas propostas em ambiente de sala de aula, bem como do registo 
áudio das interações entre os alunos e o professor, aquando da realização das tarefas. 
Face ao exposto, solicito a sua autorização para recolher alguns dados do seu educando, no 
âmbito da resolução de tarefas matemáticas, que permitam perceber a forma como ele 
vivenciou as aulas e o modo como se apropriou do conceito de limite e das situações de 
cálculo de limites que conduzem a indeterminações.  
Ressalto ainda o facto que será preservado o anonimato do aluno.  
Com os melhores cumprimentos, 
____________, 18 de Novembro de 2011 
_________________________________________________________ 
(Rita Guerra, a professora estagiária de Matemática) 
Com o conhecimento, 
_________________________________________________________ 
(______________, a professora de Matemática) 
 
Declaro que autorizo a recolha de dados, referente às tarefas realizadas pelo meu educando 
_______________________________________, nas aulas de Matemática necessárias à 
recolha de dados para realização do Relatório Final de Rita Guerra (professora estagiária), 
no âmbito do Mestrado em Ensino de Matemática no 3º Ciclo do Ensino Básico e no 
Secundário, da Universidade de Aveiro. 
___ / 11 / 2011 
______________________________________________________________________  
(Encarregado de Educação) 
